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(�� ����� �� ������ � ��� ��������� ����� � ��� ���� � ���� ���������� E�2F

ut G div �uσgrad u% H uβ, x ∈ IRN , t > 9, σ > 9, β > �,

u�9, x% G u��x% ≥ 9, u� �≡ 9, ���
x∈IRN

u� <∞,
��%

�� ��� �������� ��������� ����
 (��� ���� ��� ��������� ���� &9 ����� �� �� E�5F
��� �� ��� ������������ ������������ �� ��� ���� � 	
	
 ���������
 "� ����� � ���
����� ���� ��� �� E�2F ��� ���� ���� ���� ������ � �����;� ��� �����6��� ��� ���
������� ��������� � ��� ��������� ��������� �� ���� ����� ���� ������� ������ ���
�� ��
 (�� �������� � �� ������ ���������� σ ��� β� ��8����� ����� ���������
��� ��������� N � ��� ����������� <������� ��� ���� ��� ������ ��% �����������
��� ������������ ��� ����������� ���� �����
 "� �� ���� ���������� ���� ��
���� ����� ��� ������� ��� �������� �� ��� ��������� � ���������� �������������
��� ����������� �6���������

"� ���� ��� �� ������� ��� �������� ��������� ������� � ������ ��%I

ut G r�−N �rN−�uσur%r H u
β, 9 < r <∞, t > 9, �-%

u�9, r% G u��r% ≥ 9, r ≥ 9, u� �≡ 9, sup
r≥�

u� <∞. �&%

"� �� ���� ���� E�2F� ���� �� σ > 9� β > � �<����� �-% ������ ����� ����!�������
������� ��
!�
�
% � ��� ���I

us�t, r% G ��− t/T�%
−�/�β−��θ�ξ%, ξ G r/��− t/T�%

m/�β−��, m G �β − σ − �%/-, �*%

����� T� > 9 �� ��� ����� ����
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(�� ������� θ�ξ% ≥ 9 �����+�� ��� �������� ������� ��8�������� �<����� �����!�������
�<�����%

− �

ξN−�
(
ξN−�θσθ′

)′
H

m

�β − �%T�
ξθ′ H

�

�β − �%T�
θ − θβ G 9, 9 < ξ <∞ �1%

��� ���������� ��� �����!���� ��������� � ��� ����!������� ������ us�t, r%

(�� ��������� �������� ��� �� ����������� ��� ����!������� �������� ��� �� ��������

����� ���� ��� ��� ������� ������� � ������� ��8�������� �<������ �=#C%
 "� ����
����� ���� ��� ��������� � ��� �������� ����� ��� ���������� ��� ���� ������� �
������� ����
 C��� ���� ��� �
!�
�
 �������� ��� ��������� ������� � ����� ������� �
������� ��� ��� ������� ����������� �������� ���� ��� ������� ���� ��� J�������:

"� ��� �������� � ��������� ������� �������� ��� ��������� ������� ��������� ���
������� � ��� ����������� ��� �� ������ ����� ��� ���� � ��� ������� ����� ��� �������
���� ��� ����� ���� ��� ������� �������� ����� � ���� � ���� ��� ������������
���������� E-F

)��� �8��� ���� ���� ��� � ����������� ��� �6������� ��� ��� ������ � ��� ���!

������ ������� � �<����� �1% ����� ��� ��������I

θ′�9% G 9, θ�ξ%→ ∞, ξ → ∞. �'%

"� ������� ���� ��� ������ �1%� �'% �� ���� ���� � ��8����� ���� � �������� ���������
� ��� ���������� σ� β ��� N � ����������� ���� ��8����� ����� � ���!�� ������� E�2F

)�������� ��� ����� � < β < σH� ����� ���!��% ��� β G σH� �������� ���!��%� ��
���� ������ �� �������� � ��� ���� β > σH� ������� ���� ���!��%� ����� ��� �������
�������� �6������ ���� �������� �� �� ���� E�2F� E��F� E�*F ��� ��� ���������� �������%I
βf G σ H � H -/N ���@���0� �6�����%K
βst G �σ H �%N/�N − -%, N ≥ &K βst G∞, N G �, -K
βs G �σ H �%�N H -%/�N − -%, N ≥ & ������0� �6�����%K βs G∞, N G �, -K

βu G �σ H �%�� H */�N − *− -
√
N − �%%, N ≥ ��K βu G∞, N < ��K

βp G � H
&�σ H �% H �σ��N − �9%� H -σ�1σ H �%�N − �9% H ��σ H �%�%�/�

N − �9 , N ≥ ��.

�� β ≤ βf ��� ��������� ������� ���� u��r% �≡ 9� ��� ������ � ������ �-%� �&%
���� �� �� +���� ����
 �� β > βf ��� ������ �-%� �&% ��� ����� ��� ����� �������
��������� � ��� ������� ���� u��r%.

�� β > βst ����� �6���� �������� ��������� ������ � �<����� �-%I Ust�r% G csr
−�/m�

��� �������� ������ � �<����� �1%I

θs�ξ% G csξ
−�/m, cs G E�N − -− �σ H �%/m%/mF�/�m, m G �β − σ − �%/-. �2%

(�� �������� �����0� �6����� βs ���������� ��� �6������� �β ≥ βs% ��� ���6�������
�β < βs% � �������� ������� ���������� ��������� ������� � �<������ ��% ��� �-%
 "�
�� �������� ���� ��� ���������� � ��������� ���������� � ��� ����� ������� ��
t > T� �� ���� E��F

(�� �6������ βu ��� βp ��� �������� ���� ��� ��������� � ��� �������� ���������

������ Ust�r% ��� ���� ��� �6������� � ������� ���� � ����� ������� � ������
�-%��&%� ����� ���� � ��������� ���������� �� t > T� E��F

	� �� ���� ��� ������ � ���������� � ��� ����� ������� �� ���� +��� �� ���

��� E�F �� � ���������� ���� �<�����
 "� ��� ���������� � ��� ������ �� �������� ����
��� u�t, r% ≡ ∞ �� t > T�� ��� ����� �� ������ �������K �� u�t, r% �≡ ∞ �� t > T�� ���
����� �� ������ ���������

A�� �� ������ ���� � ��� ����!������� ������ �1%��'%
 "� ��� ���� ����� �� ��� ��

E�2F� 4������ *� ���� �� σ H � < β < ∞, N G �, -, ��� σ H � < β < βs, N ≥ &, ���
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������ �1%� �'% ��� �������� ����� ������ θ�ξ% > 9. (�� ����� ����� >��������
��� B�;<��; E��F �6������ ���� ������ � ��� ����� βs ≤ β < βuI ����� �6���� � �������
������ � �1%� �'%� ����� �� �������� ����� ���� ����������

θ�ξ% G c�ξ
−�/m�� H o��%%, ξ → ∞, c� > cs, �5%

cs ����� ��� ������� �� ��� �������� ������ θs�ξ% �2%� ��� �� ����� ��� �
!�
�
 �*% ����!
�� ���������
 	 ��������� �� ���� ����� �E��F� �
1'%� ���� ��� ����������� � θ�ξ% ����!
������� ������ us�t, r% �� ������������� �������������% ������ ��� ��������� ��� �������
�� t → T�

−�u�% � � ���� ����� � ������� � �-% ���� ������� ���� u�9, r% G u��r% ≥ 9�
���� ��� ���������� ����� ��� ������� ut > 9 �� {u 
 �}
 (��� ��@������ �� ���� ��
��� �6������� � ������� � �1%��'%��5% �� β ≥ βu ��� �� ������������ ����� �� ��

��� ��������� ������� ���� ����L� ������� �� E*F

(�� ��� � ���� ��� ��I
� � ������� ��������� ������<���� ���������� �� ��� ����������� �� ��� ����� � ���

! ��� ����!������� ��� ��� �������� �<������� �� ���� �� �� ��� ����������� �� ���� � ���
�������� ������K
� � ����������� ����������� ��� �������� � ��� ����� �� ������ ��� ����!�������

������ �1%��'%��5% �� ��� ���� � ����� ����������� �� ��� ����� ���� ������ � ��� �����
�������� N%K
� � ��� ��� �8���������� ��� ��� ����������� � ���� ������<��� ���� ������� �

����������� ��� ���������� ��������� � ��� ����� �
!�
�
 us�t, r%� ����������� � ���
����� ������� θ�ξ% > 9 � �1%��'%��5% �� βs ≤ β < βu ������ ��� ����� � �6���%�
�� ���� �� �� ��� ������ βu ≤ β ≤ βp ��� β > βp


�� �
������ ������

"� ���� � ���� ������������ ���� ��� ����� ����������� �� ��� ����� ��� ��� ����������
�� ��� ������ � N% � ��� ��� ����!������� �<����� �1% ��� ��� �������� �<�����
�-%� �� ��� ��� ����������� >������� ������ C������ )���� �>�C)%
 "� �� ������
��� ������������ ������������ �� ������ �������� �� ��� ����� ������� �� E�F ��� ��
���������� ��� � �� E�9F

(�� ���� � ��� ����������� ����� �� � ����� >�C) � � ������� �����������

��� � ��� ������� ����!��@��� ������
 �� �6������ �� ��� >�C) ���� ��������
�������� ����� �������� � ������ k − � �� ������� � ��� ������ �������� ���������
������� ������� �� ��� ���

−�xN−�u′%′ H xN−�qu G xN−�f, 9 < x < �, u′�9% G u��% G 9,

���� ��� ����6����� ������ uh �����+�� ��� ���������I

||x�N−��/��uh − u%||L� ≤ Chk||x�N−��/�u�k�||L� ,

���� �� E��F �� ����� � �������������� ���������� ������<��� ���

||uh − u||L∞ ≤ C

(
��
�

h

)�k

hk||u�k�||L∞ ,

Mk G � ���� k G - ��� Mk G 9 ���� k > -� ���� �� E�&F �� � ��� ��+��� ��������
 "� ���
�������� �� E�F� ���� ���� �� ��� ���� k > -� ���� ��� ���������� ���� � ����������
�� ������� ��� ��������� �6��������� ��� � ������ ��� � �������� ���� x G 9. ��
��� >�C)� ������� � ��� ���� �<������ ��� ������� �� ��� ����������� ���

−�xu′%′ − �N − -%u′ H xqu G xf, 9 < x < �, u′�9% G u��% G 9
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�� N > -� �� �������� � ������ ���� ��� ���� ���� �� k G - �� ���� �� ��� �����
E�FI

||uh − u||L∞ ≤ Chk||u�k�||L∞ , k ≥ -. ��%

(�� ��������� ������ ������� ������ ��� �� �������� � ��� ����6����� ������
@��� � ��� �����


/����;�� ��� ����������� ������ � ��� �������� ������ �1%!�'% �� N G & �� E1F�
��� ����������� >�C) ������� � ���� ��� ������� ����� ���� � ���������� @���
� ��� ����� ���� ����� ������ +���� ��������
 7��� �� ����������� ��� �������� � ���
����������� >�C) �� N 
 & ��� ��������;� �� �� ��� �������� �������� �<�����
�-%


��� 	�������� !" ���� #� �$� ��%#&�!�!%' ( �)%���� �� ���������� ���
������ ��� � ���������� �� +��� ��� T� G �/�β − �% �� �<����� �1% ��� ���� �� �����
�� �� ��� ������� ����������� ���I

L�θ% ≡ − �ξγθσθ′%′ − γ�N − -%θσθ′ Hmξ��γθ′ H ξγθ��− θβ−�% G 9, ��9%

����� γ G 9 �� N G �� γ G � �� N > �
 ��� ��� ���� ���������� �5% �� ������ �
������� ������� � ����� ����� � �� ��� ���� β > σH� �� ���� ��� ������ ��9%����%I

θ′�9% G 9, θ′�l% H ��/m%θ�l%/l G 9, l 
 �. ���%

"� ���������� �� ���� ��� ������ l � ��� �������� �� ���� ��� ���������� �5% ��
���+���� ����� ����I ������� ���������� � l ��� �� ��L����� ��� ��������� ������ ���
�� ���������� ����� � ��������%
 �� ����������� �� ���� ��� ������� ��������
�� ��� ���� � < β ≤ σ H � �� ����I

θ′�9% G 9, θ�l% G 9 ��-%

����� �� ���� l � �� � ���� ��� ��L����� � ��� ������� ������� � ��� ������
��� �� ������� ������� � ��� +���� ������ � ��� ������ �� ���� ����%
 (�� ������� ����
����� � ��� ����� ��� ����� ����


	������� � ��� 4������� 	������ � ���  ����0� )���� �4	 )% E�-F ���
��������� ������

L�θ% G 9 ��&%

�� ������� � ��� ������� ��

L′�θ%
∂θ

∂t
G −L�θ%, θ�ξ, 9% G θ��ξ%, ��*%

�� ���������� � �������� ��������� t� 9 < t < ∞� � ����� ��� ������ ������
�������I θ G θ�ξ, t%
 ?� ������� v G ∂θ/∂t ��� �������� ��� C����0� ����� � ���
4����� ������ ��*%� �� ���� � ��� �������� ������

L′�θk%vk G −L�θk%, ��1%

θk�� G θk H τkvk, 9 < τk ≤ �, k G 9, �, . . . ,

θk G θk�ξ% G θ�ξ, tk%, vk G vk�ξ% G v�ξ, tk%,

θ��ξ% 3 ������� ����6������.

��'%
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�� ��� �������� ������ L�θ% ��� ��9% ��� �<����� ��1% ����� ��� ���I

− �ξγθσkv′k%
′ − γ�N − -%σθσ−�k θ′kvk −

(
ξγσθσ−�k vk

)′ −
−γ�N − -%θσkv′k Hmξ��γv′k H ξγ��− βθβ−�k %vk G

G −E− �ξγθσk θ′k%
′ − γ�N − -%θσkθ′k Hmξ��γθ′k H ξγ��− θβ−�k %θkF.

��2%

A�� �� ������� ���� �� N G �, - �� �� ��� ���� �� �� ��� ��������� �<����� �1%
 "�
θ��ξ% �����+�� ��� ������� �������� ���% � ��-%� ��� �������� ��������� vk�ξ% ����
�������I

v′k�9% G 9, v′k�l% H ��/m%vk�l%/l G 9 for β > σ H �, ��5%

v′k�9% G 9, vk�l% G 9, for � < β ≤ σ H �. ���%

(�� +���� ������� ��������;���� �� ���� � ��� ������� ��2%���5% ��� ��2%����% �� ����
���I
���� � ������� vk�ξ% ∈ H��9, l%� ����� �����+�� ��� ��������

�L′�θk%vk, w% G −�L�θk%, w%, ∀w ∈ H�
α�9, l% �-9%

��� ��� ������� �������� ��5% � ���% ������������
 7��� �
�
% �� ��� �������� L� �����
������� θk�ξ% �� � ����� �������� ����� �����+�� ��� ������� �������� ���% � ��-%�
θk ∈ D G {θk�ξ% I θσ��k , dθσ��k /dξ ∈ L��9, l%},

H�
α�9, l% G {w�ξ% I w, ξγ/�w′ ∈ L��9, l%, ��− α%w�l% G 9}.

(�� ����� α G � ��������� � ��� ������� ��5%� ��� α G 9 � � ��� ������� ���%

(�� �������� �-9% ��

l∫
�

{ξγa�θk%v′kw′ H
[
ξγq��θk%−mξ��γ H γ�N − -%a�θk%

]
vkw

′H

H Eξγq��θk%− �� H γ%mξγ F vkw} dξ H γ�N − -%a�θk%vkw|ξ��H

Hα
[
mξ��γ H

(
��� H σ%/m%ξγ−� − γ�N − -%

)
a�θk%

]
vkw|ξ�l G

G −
l∫

�

{ξγa�θk%θ′kw′ H E−mξ��γ H γ�N − -%a�θk%Fθkw′H

HEξγq	�θk%− �� H γ%mξγ H γ�N − -%q��θk%Fθkw} dξ−

−γ�N−-%a�θk%θkw|ξ��−αEmξ��γ−�γ�N − -%− ��/m%ξγ−�%a�θk%Fθkw|ξ�l,

�-�%

����� ��� �������� a� q�� q�� q	 ��� ��+��� �� �����I

a�θk% G θσk , q��θk% G σθσ−�k θ′k,

q��θk% G �− βθβ−�k , q	�θk% G �− θβ−�k .

�--%



O '� %� .*"/0 � 1� 2� �34(%/5/(/0 

�� ��������;���� � �-�%� �--% ������ +���� �������� � <���������� ��������� {9 G
ξ� < ξ� < · · · < ξm G l, ξi�� − ξi ≤ h} � ��� �������� E9, lF ��� ����
 	 ������ � ������
�<������ �� ���� ������� �� ��� ����� MVk � ���� ������ � ��� �������� ���������
vk G v�ξ, tk%I

A�θk% MVk G −B�θk% MNk. �-&%

(�� �������� A ��� B ��� ����������� ���� ��������� MNk �� ��� ����� � ���� ������
� ��� ������� θk G θ�ξ, tk%
 ( ���� ��� ������ �-&%� LU ���������� � ��� �����6
A�θk% �� ���� �� ����� �������� ����


(�� �������� ��������� τk �� ��'% �� ���������� �� ��� �6��������� ������ E�'FI

τk G

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
���

(
�, τk−�

δk−�
δk

)
, δk < δk−�,

��6

(
τ�, τk−�

δk−�
δk

)
, δk ≥ δk−�.

�-*%

7��� δk �� ��� ��� � ��� �������� L�θk%
 "� ��� ���������� ��� ������ ��� �
��� �������� �������� �� ����I

δk G ��6
η∈�ωh

|B�θk% MNk|. �-1%

(�� ����� � τ� ��� ����� � �� ������� 9
9� ��� 9
�
 ,��� δk ���������� ��� ��������
�-*% ������� ��� ���������� � τk � � �τk → �−%� ��� ��� ���� � ���������� � ���
�������� ������ ��1%���'% ������ <��������
 (�� ��� �������� �� δk < δ �� ��� �����
δ
 ,��� �� �� ���+���� �� ���� θk G θ�ξ, tk% �� ����6����� ������ � ������ ��9%����%
�� ��9%���-%% ��� ��� θh�ξ% G θ�ξ, tk%.

(�� ����� � ������ ������� ����6������� �� ��� �������� ������ ��1%���'% ����
�� �� ��������� ����
 "� �� ��� ���� �� �� ��� ��������� ������� ��������� �� E'F

�� ��� ���� β > σ H � �� ������ � ��� �������;���� ����� ��� �������� ������ �
�<����� �1% ��� ��� ������ � ��� ������ ���� ��� ���� ���������� �5%
 ?������ ��
��� ���������� ���� �� ��� �������� ����� ������� � ������ �1%� �'%� ���� ����� ��
�� � ��������� �� �� �� �� ��� �������� ������� �������
 O� ������ ��� ���� �
���������� � ��� �������� ������ ������� ����������� � ���� �����
 "� ��� �6������
���� ��� ����� ��� E'F �� ����


(�� ������� �6��������� ���� ���� ��� ����������� >�C) ��� ������ +����
�������� ��� ��� ���� ���������� �������� �1− '9 ��������� ��� ����� �� δ G �9−
%
��� ������� ����� ���� � �������� �� ��� ���� ����� @��� � ��� �����
 "� ��� �����
����� ��� ������ � ��� ����6����� ������ θh�ξ% � ������ ��9%����% ���� ����������
σ G -� β G '.1� N G �9 ��� ����� �� ��� ���� ����� � * �������� ������ ����
����� 9.-, 9.�, 9.91 ��� 9.9-1
 (�� ����6����� ���� � �������� α �� ������� �� ���
����� � /����I

α�ξ% G ��
θh�ξ% − θh/��ξ%

θh/��ξ%− θh/��ξ%
/ �� -,

� ��� ������ ���� ����� �9
-� 9
�� 9
91% ��� �9
�� 9
91� 9
9-1%
 "� �� ���� �� ��� ������
:α: � ��� (����


(����I O���� � �������� � θh�ξ% �� σ G -� β G '.1� N G �9



%/%'+""41(*� 5 M4()*% G*%*14 4M4"4%1 "413/. &

h ξ G 9.9 α ξ G 9.5 α ξ G �.' α ξ G -.* α ξ G &.- α

9.-9 �.**5-&99 �.&-*&1�2 �.�9&'&55 9.�-122�� 9.2��22�*

9.�9 �.**59*'& -.9* �.&-&5&-' -.99 �.�9&52*� -.9- 9.�-'-99� �.�5 9.599�5&1 �.�5

9.91 �.**599�1 �.�5 �.&-&29-1 �.�� �.�9&�&&& -.9� 9.�-'&9'* -.99 9.599-5'- -.99

9.9-1 �.**2��9- �.&-&''�2 �.�9&�*25 9.�-'&&&� 9.599&�-9

h ξ G *.9 α ξ G '.9 α ξ G �9. α ξ G �1. α ξ G -9. α

9.-9 9.29�9-*5 9.1'1*-'2 9.*-&9-�- 9.&&1'1-1 9.-5*2�&5

9.�9 9.29�&5-- �.�2 9.1'1'�'1 �.�2 9.*-&--99 �.�2 9.&&15991 �.�' 9.-5*��5� �.�'

9.91 9.29�*2&& �.�� 9.1'12'11 �.�� 9.*-&-'55 �.�� 9.&&15&5* �.�� 9.-5*�199 �.��

9.9-1 9.29�*�'� 9.1'125-5 9.*-&-5�� 9.&&15*2� 9.-5*�159

�� ��� ���� ������� ���� ��� ���� ������� ����6�������� ��� �������� �������
����� � ��� ��������� >�C) E'F� ��� �� ������� �� ���
 "� �� ��������� �� ���
������� ������ � N ���� ����� �� N ������� � ��� ���� ���������� �� ����%
 ��
�6������ �� ����� �� ���� � �������� ���� �
2 �� ��� ����� �� N G &� σ G -� β G &
E1F


��� 	�������� !" ���� #� �$� (' ')�%!" ( �)%���� ,� +��� ��� ��� .�����8
������������ � ��� �������� ����!����������� ��Æ�����I

G�u% G

∫ u

�

sσ ds G uσ��/�σ H �%.

(��� �� ��������� �� ��� ������� ����������� � ��� �������� ��Æ������ ��� �� ���
�����;���� � ��� ����������� ������
 	� �� ���� ��� .�����8 ������������ ��
+��� ���� �� ����������� ������� �� E&F

(��� �� ����� �<����� �-% �� ��� ������� ����������� ���

rγut G �r
γGr%r H γ�N − -%Gr H rγuβ , γ G 9, N G �K γ G �, N > �. �-'%

,� ���� �<����� �-'% ����� ��� ������� �������

u�9, r% G u��r% ≥ 9, 9 ≤ r ≤ R �-2%

��� ������� ��������I

ur�t, 9% G 9, t > 9, u�t, R% G 9 if messuppu��r% <∞, �-5%

ur�t, 9% G 9, t > 9, Gr�t, R% G 9 if u��r% G θ�r%. �-�%

(�� ��������;���� �� ���� � ��� ������ �-'%!�-5% ��� �-'%��-2%��-�% �� ���� ���I

���� � ������� u�t, r% ∈ D, D G {u I rγ/�u, rγ/�∂uσ��/∂r ∈ L�}, ����� �����+�� ���
�������� ��������

�rγut, v% G A�tKu, v%, ∀v ∈ H�
α�9, R%, 9 < t < T�, �&9%

��� ������� �-2% ��� ������� �������� �-5% � �-�%

7���

�u, v% G

∫ R

�

u�r%v�r%dr,

A�tKu, v% G

∫ R

�

[
rγ
∂G�u%

∂r

∂v

∂r
H γ�N − -%∂G�u%

∂r
v H rγuβv

]
dr,

H�
α�9, R% G {v I rγ/�v, rγ/�v′ ∈ L��9, R%, ��− α%v�R% G 9}.

(�� ����� α G 9 ��������� � ��� ������� �-5%� ��� α G � � � ��� ������� �-�%
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(�� ������ ���� +���� ������� ����� E-9F ���� ����������� � ��� �������� ��Æ!
������ �� ���� �� ��������;���� � �&9%
 A�� {9 G r� < r� < · · · < rm G R, ri��−ri ≤ h}
�� � �������� � ��� �������� E9, RF ��� �������� ei G Eri, ri��F, i G �, -, , . . . ,m− �.
A�� Sh �� ��� ����� � ��� �������� �������� � E9, RF� ����� ��� ��������� �

������ k − � � ei I

Sh G {w�r% ∈ C�E9, RF%, w|ei ∈ Pk−�K ��− α%w�R% G 9}.

A�� {ϕi}ni�� �� ��� �������� A��������� ���� ����� � Sh ��� uh�t, r% �� ��� ����6�����
������ �� Sh �� ����� +6�� ����� � t. (�� ������������ ������ ��I
���� uh I E9, PT�F→ Sh ���� ����

�rγuh,t, w% G A�tKuh, w% ∀w ∈ Sh, �&�%

uh�9% G u�,h. �&-%

(�� ����6������ PT� � ��� ���!�� ���� T� �� ���� �� ��� ����������

,� ��� ��� +���� ������� ����������� � ��� ������ u�t, r%� � ��� �������� ��������

G�u% ��� q�u% G uβ ��� � ��� ������� ���� u��r%I

uh�t, r% G

n∑
i��

ui�t%ϕi�r%, u��r% G

n∑
i��

u��ri%ϕi�r%, �&&%

G�u% ∼ GI G
n∑
i��

G�ui%ϕi�r%, q�u% ∼ qI G
n∑
i��

q�ui%ϕi�r%. �&*%

������������ �&&% ��� �&*% �� �&�%� �&-%� �� +�� � ������ � ������� ��8��������
�<������ �O#C%I

QU G PM−��−KG�U% H γ�N − -%BU% H q�U%, U�9% G U� �&1%

���� ������� � ��� ����� U�t% � ��� ���� ������ � ��� ������ u�t, r% �� ���� t
 7���

PM G diag{ Pmii}, Pmii G

n∑
j��

mij , mij G

∫ R

�

rγϕiϕjdr,

K G {kij}, kij G

∫ R

�

rγϕ
′
iϕ

′
jdr, B G {bij}, bij G

∫ R

�

rγϕ
′
iϕjdr, i, j G �, -, . . . , n.

A�� �� ������� ���� ������� � ��� .�����8 ������������ ��� ��� ����������� �
��� �������� ��Æ������ ��� ��� �� ������ G�U% ��� q�U% ������ ��� �����������
� ��� ������� ����� ��� �������� K ��� B � �� ������ � ��� ������ ������

( ���� ��� ������ �&1%� � ���+����� � ��� �6������ /����!.���� ����� E�1F�

����� ��� ����� ���� � �������� ��� �6������ ����� � ��������� �� ����
 �� ����!
������ �� ����� �� ��� �� � ������ � O#C �� ��� ���

y′ G f�y%, y�9% G y�.

(�� ����� � ��� ������ �� ���� ����� j H � �� ���� ����� �� ��� �������

yj�� G yj H p�k
j
� H p�k

j
� H p	k

j
	, y� G y�,

p� G �/*, p� G �1/&-, p	 G �/&-,

kj� G τjf�y
j%, kj� G τjf�y

j H -kj�/&%, kj	 G τjf�y
j H kj�/& H k

j
�/&%.

(�� ���� τj �� ����� �� ���� ��� �� �������� ���� E�1F ��� ���������� �������%I

� �� � ����� �������� εI ��6�≤i≤n |�kj� − kj�%i|/�|�yj%i HE|% ≤ '.-ε,
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� �� ���������I ��6�≤i≤n |�&kj	 − -k
j
� − kj�%i| ≤ 1��6�≤i≤n |�kj� − kj�%i|

� �� ���+���� �� ����� ���� �����
 �� �������� �� ���� ������� ��� ��� ��������
τj < �9

−�� �� ���� ��� ���� PT� �� ��� ���� ������� �� ��� ����������


��* ���'�!" ���$ '+'(�'�!���� ( ������ ������������ ���� ��� ������ ���� ���!
�� ������� � ��� ������� � ������� �������� ���� ��+������� ��������� ���� ��� ����
������� ��� �*% �� ����

(�� ���� ���� � ��� ������� ���� ��������� ���� �� ����� � ��� ���� � � ��8��������

�<�����

ut G Lu, u G u�t, x%, x ∈ RN , t > 9, �&'%

����� ������ ����!������� ������ � ��� ����

us�t, x% G ϕ�t%θ�ξ%, ξ G
x

ψ�t%
�&2%

(�� ������� ϕ�t% ���������� ��� ��������� � ��� ������� ����� ��� ������� θ�ξ%
���������� ��� ����� ��������� ���� �������%
 "� ��� ���� ���������� �������� ξ� �����
��� ����� ��� ��� ���� ��� �������� �� � ������� ���� ��� ������� θ ����� ��� J��;��:
����� � ��� ����������� ������� ��������� �� ��� �<����� �&'%
 (�� ������� θ�ξ%
�����+�� � ������� ���� �<����� �O#C � =#C� ��������� � ��� ������ L%

"� �� ������ ������� � ���� ϕ�t% ��� ψ�t% �� ���� ϕ�9% G � ��� ψ�9% G �
 "� ����

���� ��� ��������� ������ us�t, x% ��������� � ������� ����

us�9, x% G θ�x%. �&5%

	� �� ��� �������� �������� ��� ��������� � ��� ��������� ������ us�x, t% �� ���� �� ��
�� �������� � ��� ������� � �<����� �&'% �� ����� ������� � ������� ����� ��8����� ���
�&5%
 � �� �� �������� � ��������� ��� ��������� �&2% �� ��� ��������� ����� ��
������ �<����� �&'%
 (�� ������� ������� ξ ��� x �&2% ����� ��� ���� �� � ����� ���
���� �� �����
 A�� Rx�k� �� ��� ���� ��;� �� ����� �� t G tk
 (���� ��� �� ������������I
! � ���� Rx�k� G ψ�tk%Rξ�k� �� ���� Rξ�k� G h� G ��6iRxi

��� �� ����� ���� ����K
! � ���� Rx�k� �� ���� ���� ���� Rξ�k� �� ������ ��� ���� ��� ��� ����

h�/λ ≤ Rξ�k� ≤ λh�

�� ���������� λ �������� λ G -%

�������� �� ����� ��� ������� ������� ψ�t% ��� ϕ�t%� �� �� ������� � ��������� ���

��������� �&2% � ��� �
!�
�
 �� ��� �������� ��������
 ,� ���� ��� �� �� �� ��� ��
�<����� �-%
 "� ���� ����

ξ G r��− t/T�%
− �β−σ−��/���β−��� �&�%

us�t, r% G ��− t/T�%
−�/�β−�� θ�ξ%. �*9%

��� �*9% �� +��

��− t/T�%
−�/�β−�� G

us�t, r%

θ�ξ%
��� �� ��+�� ��� �������

Ss�t%
.
G
us�t, r%

θ�ξ%
. �*�%

(���
��− t/T�%

−�β−σ−��/���β−��� G Ss�t%
�β−σ−��/�

G Ss�t%
m

(���� ������� ���� �&�%� ����� ��� ��������� �������� ������� ξ ��� r� Rξ ��� RrI

ξ G rSs�t%
m, Rξ G RrSs�t%

m, m G �β − σ − �%/-. �*-%
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�� ��������� ������� ����

u�9, r% G u��r% ≥ 9, sup u� <∞, r ∈ R�, �*&%

�� ������ ���� �*�% �� �������� � ��� �������

S�t% G
��6r u�t, r%

��6r u��r%
, �**%

��� ���� �� ������ ���� �*-%

ξ G rS�t%
m
, Rξ G RrS�t%

m
, m G �β − σ − �%/-. �*1%

O� ��� ����� � �������� �*1% ��� ������� �������� �� ��������


A�� Rr�k� �� ��� ���� �� ����� ���� ������ � ��� +���� �������% �� ���� t G tk
 "� ���
���� � ������ ���� ���!��� m > 9� �� ���� ��� ���� Rr�k� � ���� ��� ���� Rξ�k� ��
������ ��� ����I

Rξ�k� G Rr�k�S�t%
m ≤ λh�. �*'%

(��� ������ ���� ���� S�t% ���������� ��� ���� �� r ���� �� ��+���
 ,��� �������
�*'% �� �������� ��� ������� �������� �� ����I
� ����� ������� �� ��� ������ ����� ��� ������ �� �� ����������� ���� � �����

�������� δu �������� δu G �9
−
%� �� ������� ��� �� �<��� �������� ��� ��� ������ � ���

������ �� ��� ��� ���� ����� ��� ���� �� ����������� ��� ��� �� ������K
� ��� ��������� ����� ��� ������ �� ����������� ���� � ����� �������� δu� ��� �����

8 ���� ���������� ������ �� ������� ��������%

,� ��� ��� ����� ���� � ��� �������� ����� � ��� ������ �t → T�% ��� ������ ����

��� �� � ��������� � ��� ���!�� ����� ����� �� �� ����������� ���� ��� ������� �
��� �����;���� �����
 A�� �� ������� ���� ��� ������� �*'% �� ������� �� ����� ����
����� ��� ��� ��+������ �� ���� ��� ���� ���� ������� �� �������
 	� ���� �����
� �������� �� �������� �������!8 �� ����

"� ��� ���������� �� ���� ���� λ G -


�� ���
��
��� ��������� �� ��� ������

"� �� ������ ���� ��� ����� ������� ��� �� ������ ���� ������� � ��� ������� ����
�� ��� ������ ���� ����� ������� � ��� ������� ���� ��� ������ ����� ������� �� ���
����� ����� ��� ���� ��� ��8������� �� ��� ������0 ������ ���� ��� ����� ����
 ��
����� ������� ��� ��� ���������� �� ��������� �������� � ��� �������� �������
�� ��� ����������� �� ���� � ��� ���������������� �� �������� ���� ���� � ������
�����;���� �� �����
 ���� � ������� �� ������ ���������� ���������� ��� �� ��� �����
������� �*% �� �� ��������� �� E5F
 "� ����� � ���������� � ����������� ��� ���������
������� � ��� ���!�� ������� �� � ������� :����!������� ���:� ��������� �� ����� t
���� ��� �������� ��� � ��� ������
 "� ���� � �������� ��� ���� � ����������
���������� �� ��+�� ��� ����!������� ������������� E5F N�t, ξ% � ��� ������ u�t, r% �
������ �-%� �&%I

N�t, ξ% G u�t, ξS�t%−m%/S�t%, S�t% G ��6
r
u�t, r%/��6

r
u��r%. �*2%

(�� �!
�
�
 us�t, r% �*%� ����������� � ��� ������ θ�ξ% � ��� ������ �1%��'%� ��
������ ������������ ������ E5F� �� ����� �6���� � ����� � ������� ���� u��r% �G θ�r%� � ����
�� ��� ����!������� �������������� �*2% N�t, ξ% � ��� ����������� ������� u�t, r%� ��
����I

‖N�t, ξ%− Mθ�ξ%‖C�,∞� → 9, t→ T−
� , �*5%

Mθ�ξ% G ���6
r
u��r%/��6

ξ
θ�ξ%%θ�ξ%.
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"� �� ������ ���� �� u��r% ≡ θ�r%� ���� Mθ�ξ% ≡ θ�ξ% ��� N�t, ξ% ≡ θ�ξ% �� ∀t

"� ��� ����� �� �� ��� ��������� � �������� � ������ ��8����� ����!������� ��������!

�����I
N�t, ξ% G u�t, ξMS�t%−m%/MS�t%, MS�t% G ��6

r
u�t, r%. �*�%

��� ������ ������ ������ � ��� ������ �1%��'%I

Mθ�ξ% G θ�ξ��6
ξ
θ�ξ%

−m
%/��6

ξ
θ�ξ%. �19%

(��� ��� �!
�
�
 us�t, r% �� ������ ������������ ������� �� ��� ���������� �*5% ����� �����
�� �*�% ��� �19%
 "� ��� �6������ ����� ��� ����!������� ������������� �*�% �� �����
������� �� ������ ��� ������� �� ���� � ����!������� ��� �� ����!������� ������� ����
! �� ��� ����� ��� ����!������� �������������� ��� ������ �� ���� ���� ���� N�t, 9% G �
��� ��� �������� �� ������


�� �
������ ��������������

,� ���������� ����������� ������� � ��9%����% �� ��8����� ������ � σ > 9 ���
β ≥ βs
 (�� �������� ���� ��� �������� ������ θs�ξ% ����� ���� ��� �������� c�
�� �5% �� ��� ������� ������� ������� c� > cs �� βs ≤ β < βu� �� βu ≤ β < βp ���
β ≥ βp

(����� ��� ������� θ�ξ% �� ������� ���� �� ��� �������� ������ �-'%��-2%��-�%� ��

���� ������� ��� ��� �6��� ���!�� ���� T� G �/�β − �% ���� PT� ���� �� ��� ��!
�������� ��� ��� ����!������� �������������� N�t, ξ% ���� Mθ�ξ%
 	�� � ��� �6���������

���I T� �� ���� � PT�� ���� ��� �6������ �����%� ��� N�t, ξ% ��� ���� � Mθ�ξ% �� �
PT� ������ ������ ������� ������ ��� ������� ��������%
 (���� �� ���������� ���
��� �� �������� ��� ��� ����������� � ��� ������ ! �� ��� ����!������� ��� �� ���
�������� �������

(����� �������� �������� ������� ���� u��r%� ��� ����� ����� E�2F � ������ ���!

�� ��� �� ��� ��������� �� β > βf ��� ����� ������� ���� �-% ��� ������ ��� �� �����%�
�� ��� ��� �������� � �*5%� �
�
� ��� ���������� ��������� � ��� �
!�
�
 �*%� �����������
� ��� ������� θ�ξ% �� ��� ���� ������ � N � σ ��� β ≥ βs


��  !�����

(�� ������� �� ���� �� ��� ����% ��� ��� ����!������� �������������� �� ��� �����%
� ����!������� ����
 �� &� 1% ��� ��!����!������� ����
 -� *� '% ������� ���� �� β �����
����� �������� �6������ ��� ����


"��
�� �
 β > βs G *.1� ����!������� ������� ����
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"��
�� �
 β > βs G *.1� �� ����!������� ������� ����

O� ���
 � ��� ������� �� ���� � ��� ������ θh�ξ% �� ���������� σ G -� N G �9�
β G '.1 > βs G *.1 �� ����
 (�� ������� ���� {9�9.91%-�9.�%*�9.-%�9�9.1%-9} �������
��� ����� ���� h� G min

i
hi

� G 9.91. (�� ���� ���� ������� &�5� ������ ��� -915

� ���� ��� �����!8� ��� �������� ���� �� hl G h� ∗ -−�	
 (�� �6��� ����� ���� ��
T� G �/�β − �% G 9.��5%� ��� ���!�� ���� PT�� ���� �� ����������� �� 9.�5�59-5� �

T�− PT� ≈ 9.9999�1
 (�� ����!������� �������������� ������� ���� ��� ������ ����!�������
������� Mθh�ξ% ������ ��� ������� ��������


O� ���
 - ��� ������� �� ���� � �� ����!������� ������� ���� �� ��� ���� ����������
σ G -� N G �9� β G '.1 > βs G *.1 �� ����
 (�� ������� ���� {9�9.�%2} �������
2� �����
 (�� ���� ���� ������� *92' ������ ��� -�5- � ���� ��� �����!8� ���
�������� ���� �� ��� ����� �� �� ��� ������� �6�����I hl G h� ∗ -−�	
 (�� ����!�������
�������������� ����� � ��� ������ ����!������� ������� Mθh�ξ%


O� ���
 & ��� ���
 * ��� ���������� ���I σ G -� N G �1� βu G '.*�- < β G '.' < βp G

'.591
 �� ��� ���� ������� ������� ���� �� ���� T� G �/�β−�% ≈ 9.�2512� T�− PT� ≈ 9.99&2


"��
�� �
 βu G '.*�- < β < βp G '.591 ����!������� ������� ����
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"��
�� �
 βu G '.*�- < β < βp G '.591 �� ����!������� ������� ����

"��
�� �
 β > βp G '.591� ����!������� ������� ����

"��
�� #
 β > βp G '.591� �� ����!������� ������� ����

O� ���
 1 ��� ���
 ' ��� ���������� ���I σ G -� N G �1� β G 2 > βp
 �� ���

����!������� ������� ���� �� ���� T� G �/�β − �% G 9.��'%� T� − PT� ≈ 9.99&�
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