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� D �A%
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��%
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 (����� X G L��T%� ��� V G H�
� �T% 
� V G H��T%

���
������� �
 ��� �
������ �
�����
�

u G 9 on ∂T× �9, T % �-
�1%


�
∂u

∂νL
H σu G 9 on ∂T× �9, T %, �-
�'%

�� ���

At�u, v% G

�∑
i,j��

∫
�

ai,j�x, t%
∂u

∂xi

∂v

∂xj
dxH

�∑
j��

∫
�

bj�x, t%
∂u

∂xj
v dx

H

∫
�

c�x, t%uv dxH

∫
∂�

σ�x, t%uv dS

�-
�2%

�
� u, v ∈ V 
 	� m!����
���� 
�����
� A�t% �� X ��� �� ��+��� ���
��� ��� ������
�

At�u, v% G
(
A�t%u, v

)
, �-
�5%

����� u ∈ D�A�t%% ⊂ V ��� v ∈ V 
 (�� ������
�

D�A�t%% G H��T% ∩H�
� �T% �-
��%

�
��
�� �
� V G H�
� �T% ���

D
(
A�t%

)
G

{
v ∈ H��T% | ∂v

∂νL

� ∂T

}
�-
-9%

�
� V G H��T%� �� ∂T �� ��

�� �
� ��������

"� ��� ��
��� �� E&FE��
 �1��9�F� ���� ��� ��� ��������
�� ��
�� �
�� �
� ���� ��


�����
� A�t%

	�������
�� .��/! .��/ ����� ���� �
�
 E5FE(�
 &
��� ��
 -11� -*9F� E�F% ����

��� �
�
����
�� ��
����� �-
�%� �-
-% ��� ����
���� �
������ ��� ��� ��
����
� 
�!
����
�� UA�t, s%, UB�t, s% ��� ��� �
���� D�A% ���
 ������� ��� 
�����
�� VA�t, s% G
A�t%UA�t, s%A

−��s%, VB�t, s% G B�t%UB�t, s%B
−��s% ��� �
����� ��� ���
���� �
�����
��

�� ��� �������� T� G {�s, t% I 9 ≤ s ≤ t ≤ T }
 (�� �
����
� 
� �-
5% ��� �� ����������� ��

z�t% G UA�t, 9%z�9% H

∫ t

�

UA�t, s%
{
− EA�s%−B�s%Fv�s% H f�s%− g�s%

}
ds, �-
-�%

����� UA�t, s% �� ��� ��
����
� 
�����
�
 (��� �<������ ������

Aβ�t%z�t% G Aβ�t%UA�t, 9%A
−β�9%Aβ�9%z�9%

H

∫ t

�

Aβ�t%UA�t, s%
[
B�s%−A�s%

]
A−β�s%Aβ�s%v�s% ds

H

∫ t

�

Aβ�t%UA�t, s%A
−��s%A�s%Ef�s% − g�s%F ds,

�-
--%

A�� �� ��
� ���� ��� �
��
���� �������� �
���I∥∥Aβ �t%UA �t, s%A−β �s%
∥∥ ≤M �

9 ≤ s ≤ t ≤ T 




�� *� 2� 5 0(*M+K)� 0� M� " ) (/0

(
 ���� ��� �� ��� ��� �
����� E5FE��� �*
�*%� �
 -'-FI

UA �t, s% G UA�s� �t, s% H

t∫
s

UA �t, τ% EA �τ%−A �s%FUA�s� �τ − s% dτ �

�����

UA�s� �τ − s% G �6� �−A �s% �t− s%% 


(��� �� ���∥∥Aβ �t%UA �t, s%A−β �s%
∥∥ G ∥∥Aβ �t%A−β �s%Aβ �s%UA�s� �t, s%A

−β �s%H

H

t∫
s

Aβ �t%U �t, τ% EA �τ%−A �s%FA−� �s%A �s%UA�s� �τ − s%A−β �s% dτ

∥∥∥∥∥∥
≤ �� H CTα%M H CβCM

t∫
s

dτ

�t− τ%
β
�τ − s%

�−α−β G

G �� H CTα%M H CβCM �t− s%αB ��− β, �− β − α% ≤M��

����� B �x, y% �� ��� ����!������
�
  
�� �<������ �-
--% �������

‖Aβ�t%z�t%‖ ≤M‖Aβ�9%z�9%‖

H Cβ ��6
s

∥∥EB�s%−A�s%FA−β�s%
∥∥ ∫ t

�

�

�t− s%β
‖Aβ�s%v�s%‖ ds

HM

∫ t

�

∥∥Aβ�s%[f�s%− g�s%
]∥∥ ds.

�-
-&%

	�������
� .�*/ ���
�� �� �
 ������� ��� +��� �������� 
� ��� �����!���� ���� 
� �-
-&%
�� ��� ��������

M

∫ t

�

�

�t− s%β
∥∥B�s%v�s%∥∥ ds. �-
-*%

�
� ���� �������� �� ��� ��
� �-
-%

‖B�t%v�t%‖ ≤M‖B�9%v�9%‖HM
∫ t

�

‖B�s%g�s%‖ ds. �-
-1%

������������ ���� �������� ���
 �-
-&% �� ��� ��� �
��
���� ��������� ��������

‖Aβ�t%z�t%‖ ≤M‖Aβ�9%z�9%‖H cβM ��6
�≤s≤T

∥∥EB�s% −A�s%FA−��s%
∥∥

× t�−β

�− β

{
‖B�9%v�9%‖H

∫ t

�

‖B�s%g�s%‖ ds
}

HM

∫ t

�

‖Aβ�s%Ef�s%− g�s%F‖ ds, β ∈ E9, �%.

�-
-'%

(���� �� ���� ��
��� ��� �
��
���� �������
�


�$�� �� ���� 
���
�� ���	� �� ������
� ����
� �� ��� ������ ����� X ���� ��� �����
���
�������� ������ �������� ���� ���������� .��/ � .�1/ ��
� �����

 
�� ���� ��������� �������� �-
-'% ��� ����� �
� 9 ≤ β < � 
���� �
�
 �� �� �
� �����
�
� ��� �
�� ‖Az�t%‖
 (�� ���
�� ��������� �� � ������� ���
�� �
�� ���� �� ��
�� �� ���
��6� �����
� �� ��� ���� 
� � 7������ �����
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��� ��')!%!�� ���!�'��� !� �!%)� � �('"��
"� ���� �����
� �� ������ ���� ����� �6���� �� 
�����
� C G C∗ ≥ c�I ���� ����
.��/ ∥∥EA�s%−B�s%FC−�∥∥ ≤ δ <∞, �-
-2%

.��/ (
A�s%y, Cy

)
≥ c�‖Cy‖�,(

B�s%y, Cy
)
≥ c�‖Cy‖� ∀s ∈ E9, T F, c� > 9.

�-
-5%

(�� �<������ �-
5% ������

�

-

d

dt
‖z�t%‖�C H

(
A�t%z�t%, Cz�t%

)
G −

(
EA�t% −B�t%Fv�t%, Cz�t%

)
H
(
f�t%− g�t%, Cz�t%

) �-
-�%

��� �������

�

-
�Cz�t%, z�t%% H

∫ t

�

�A�s%z�s%, Cz�s%%ds

G

∫ t

�

(
EB�s%−A�s%FC−�Cv�s%, Cz�s%

)
ds

H

∫ t

�

(
f�s%− g�s%, Cz�s%

)
dsH

�

-

(
C�u� − v�%, �u� − v�%

)
.

�-
&9%

$���� ��� ��������
�� .��/� .��/ �� ���

�

-

(
Cz�t%, z�t%

)
H c�

∫ t

�

‖Cz�s%‖�ds

≤ ε

∫ t

�

‖Cz�s%‖�dsH δ�

-ε

∫ t

�

‖Cv�s%‖�ds

H ε�

∫ t

�

‖Cz�s%‖�dsH �

-ε�

∫ t

�

‖f�s%− g�s%‖�ds

H
�

-

(
C�u� − v�%, �u� − v�%

)
,

�-
&�%

����� ε, ε� ��� ��������� �
������ �������
 4�

���� εH ε� < c� �� ���

�

-

(
Cz�t%, z�t%

)
H �c� − ε− ε�%

∫ t

�

‖Cz�s%‖�ds ≤

≤ δ�

-ε

∫ t

�

‖Cv�s%‖�dsH

H
�

-ε�

∫ t

�

‖f�s%− g�s%‖�dsH �
-

(
C�u� − v�%, �u� − v�%

)
.

�-
&-%

"� 
���� �
 �������� ��� +��� ���� 
� ��� �����!���� ���� �� ��� ��� �<����
� �-
-%� ��
�
����� �� ���

�

-

d

dt

(
Cv�t%, v�t%

)
H
(
B�t%v�t%, Cv�t%

)
G
(
g�t%, Cv�t%

)
. �-
&&%

(��� ������� ��� ���<������

�

-
�Cv�t%, v�t%% H c�

∫ t

�

‖Cv�s%‖�ds ≤

≤ ε�

∫ t

�

‖Cv�s%‖�dsH �

*ε�

∫ t

�

‖g�s%‖�dsH �
-
�Cv�, v�%

�-
&*%
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� ∫ t

�

‖Cv�s%‖�ds ≤ �c� − ε�%
−�
[ �
*ε�

∫ t

�

‖g�s%‖�dsH �
-
�Cv�, v�%

]
. �-
&1%

	���� ����������
� 
� �-
&1% ���
 �-
&-% �� ��� ��� �
��
���� ��������� ��������

�

-
�Cz�t%, z�t%% H �c� − ε− ε�%

∫ t

�

‖Cz�s%‖�ds ≤

≤ ��6
�≤s≤T

‖EA�s%−B�s%FC−�‖� �c� − ε�%
−�

-ε

[
�

*ε�

∫ t

�

‖g�s%‖�ds H

H
�

-
�Cv�, v�%

]
H

�

-ε�

∫ t

�

‖f�s%− g�s%‖�dsH �
-

(
C�u� − v�%, u� − v�

)
,

�-
&'%

����� ����� ��� ���
�� ���������� �
�
 ��� ��������� ���� ������� �
 ��� �����!���� �����
�
 ��� ������� �
�����
� ��� ��� �
�Æ����� ���������
 (���� �� ���� ��
��� ��� �
��
����
�������
�


�$�� �� ��*�  �� A �t%! B �t% �� �����
� ��"��� ��������� �� � #�
���� ����� H ���
����� �$���� � ��
%���&����! �������� ��"���� �������� C ���� � ������ D �C% G D �A �t%% G
D �B �t%% ����������� �% t! ���� ��� ���������� .��/! .��/ ������� ��� ������ �����
���
�% ��� ����
��� ���	�! ������

 
��� ���� �� ����
�
�� �������� �� ��� ���� 
� �� +���� �������
��� 7������ ������ ���

� � �
������ 
�����
� A ��� ��
��� �� E�2FE�
 '-F
 "� �
�� ����� �� �� �
�� �
�������� �

��� 
���� ��Æ����� ��������� �
�����
�� �
� �-
�%� �-
-% ����� ��
������� 
� ��� 
�����
��
A �t%� B �t% 
��� �����
�� ��� ��������
� ��
�� C%
 (���� ��
������� ��� ���������
���
�


A�� �� ����
�� ���� ��� 
�����
�� A �t%� B �t% ��� ����!��@
���� �
������ ��+���� �� �
��
7������ ����� H ���� ��� �
����� D �A% G D �B% ����������� 
� t ��� �������

.�*/ (�� 
�����
�� A �t%� B �t% ��� ���
���� �
�����
�� ��� ��8���������� 
� D �A%


�������� ��
� �-
5% 
�� ���� ��� �<������

�

-

d

dt
‖z �t%‖ − �

-
�A′ �t% z �t% , z �t%% H ‖A �t% z �t%‖� G

G − �EA �t%−B �t%FV �t% , A �t% z �t%% H �f �t%− g �t% , A �t% z �t%% �
�-
&2%

����� ������� ����� ���������
�

�

-
‖z �t%‖�A�t� H

t∫
�

‖A �s% z �s%‖� ds G
t∫

�

�A′ �s% z �s% , z �s%%
�
ds−

−
t∫

�

�EA �s%−B �s%F v �s% , A �s% z �s%% dsH

H

t∫
�

�f �s%− g �s% , A �s% z �s%% dsH
�

-
‖z �9%‖�A���

G
�

-
I� H I� H I	 H

�

-
‖z �9%‖�A��� 


�-
&5%
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 �6�� �� �������� ���� 
� ��� ��������� 
� ��� �����!���� ���� 
� �-
&5%
 ,� ���

I� G

t∫
�

(
A−�/� �s%A′ �s%A−�/� �s%A−�/� �s% z �s% , A−�/� �s% z �s%

)
ds

≤ c�

t∫
�

∥∥∥A−�/� �s% z �s%
∥∥∥� ds G c�

t∫
�

‖z �s%‖�A�s� ds�

�-
&�%

����� A���� �
�� �
 --� ��
� E5F ���� ���
 E�F% ��� ����
 ������� �� ����

|I�| G

∣∣∣∣∣∣
t∫

�

(
EA �s%−B �s%FA−� �s%A �s%V �s% , A �s%Z �s%

)
ds

∣∣∣∣∣∣
≤ �

*ε
��6
�≤s≤T

∥∥EA �s%−B �s%FA−� �s%
∥∥ t∫
�

‖A �s%V �s%‖� ds

Hε

t∫
�

‖A �s%‖� ds�

�-
*9%

���� +������

I	 G ε�

t∫
�

‖A �s% z �s%‖� dsH �

*ε

t∫
�

‖f �s%− g �s%‖� ds
 �-
*�%

$���� ���<�������� �-
&�%!�-
*�% ���� ε G ε� G �/* �<������ �-
&5% �������

�

-
‖z �t%‖�A�t� H

�

-

t∫
�

‖A �s% z �s%‖� ds ≤ c�
-

t∫
�

‖z �s%‖�A�s� ds

H ��6
�≤s≤T

∥∥EA �s%−B �s%FA−� �s%
∥∥ t∫
�

‖A �s%V �s%‖� ds

H

t∫
�

‖f �s%− g �s%‖� dsH �
-
‖z �9%‖�A��� 


�-
*-%

$���� ��� >�
�����0� ����� �� ��� ��
� �-
*-%

‖z �t%‖�A�t� H
t∫

�

‖A �s% z �s%‖� ds

≤

⎧⎨⎩- ��6�≤s≤T

∥∥EA �s%−B �s%FA−� �s%
∥∥ t∫
�

‖A �s%V �s%‖� ds

H

T∫
�

‖f �s%− g �s%‖� dsH ‖z �9%‖�A���

⎫⎬⎭ ec�t


�-
*&%

(�� �����!���� ���� 
� �-
*&% �
������ �� ��������� ����� ��� ��������� ���
���� V �t%

A�� �� �������� ���� �������� ���
��� ��� ����� ����
 	���
�
���� �� ��
�� �� ��� �
�
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��� �
����
� 
� ��
���� �-
-% ��� �
��
���� �<������

�

-
‖V �t%‖�B�t� H

t∫
�

‖B �s%V �s%‖� ds

G
�

-

t∫
�

�B′ �s%V �s% , V �s%% dsH

t∫
�

�g �s% , B �s%V �s%% ds

H
�

-
‖V �9%‖�B��� �

����� ������ ��� ��������

�

-
‖V �t%‖�B�t� H

t∫
�

‖B �s%V �s%‖� ds

≤ c�

t∫
�

‖V �s%‖�B�s� dsH
t∫

�

‖g �s%‖� dsH ‖V�‖�B��� 


�-
**%

(��� �������� ��� ��� >�
�����0� ����� �����

�

-
‖V �t%‖�B�t� H

t∫
�

‖B �s%V �s%‖� ds ≤

G

⎡⎣ T∫
�

‖g �s%‖� dsH ‖V�‖�B���

⎤⎦ ec�t�
�-
*1%

����� c� �� � �
������� ����� �
���� ��� �
�� 
� ��� 
�����
� B−�/� �s%B′ �s%B−�/� �s%
���� A���� �
�� �
 --� ��
� E5��F%


����� ��� 
�����
� A �t%B−� �t% �� �
������ �
�
 ����� �6���� � �
������ �
������ M
���� ���� ∥∥A �t%B−� �t%

∥∥ ≤M, t ∈ E9, T F �
���� �-
*1% �������

t∫
�

‖A �s%V �s%‖� ds G
t∫

�

∥∥A �s%B−� �s%B �s%V �s%
∥∥� ds ≤

≤M�

⎡⎣ T∫
�

‖g �s%‖� dsH ‖V�‖�B���

⎤⎦ ec�t

�-
*'%

������������ �������� �-
*'% ���
 ��� �����!���� ���� 
� �-
*&%� �� ��� ��� �
��
����
�������
�


�$�� �� ��0�  �� ��� ��������� A �t%!B �t% �� ��
%���&����! �������� ��"����! �����
�
��"��� ���� ������� D �A �t%% G D �B �t%% G D �A% ����������� �% t ��� �����%� .�*/!
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���� ��� '����� ����
�� ���	� �� ������
� ����
� ���� ��� �����
��� ��������

‖z �t%‖�A�t� H
t∫

�

‖A �s% z �s%‖� ds ≤

≤

⎧⎨⎩- ��6�≤s≤T

∥∥EA �s%−B �s%FA−� �s%
∥∥M�

⎡⎣ T∫
�

‖g �s%‖� dsH

H ‖V�‖�B���
]
ec�T H -

T∫
�

‖f �s%− g �s%‖� dsH ‖z �9%‖�A���

⎫⎬⎭ ec�t�

�-
*2%

�� ������ ��������� �� �	������� ���������� ����
�� �� $����� ������

A�� �� �
������ ��� 4����� ��
����

u′ �t% HA �t%u �t% G f �t% , t ∈ �9, �F
u �9% G u�

�&
�%

�� � ?����� ����� X 
 "� ���� �����
� �� ������ ��� 
�����
� A�t% �
� ���� +6�� t �

�� ������� ��+���� ���
���� �
������ 
�����
�� �
�
 ��� �������� �� �������� ������ ���
�
����

T� G {z G ρeiθ I ρ� ≤ ρ <∞, −ϕ ≤ θ ≤ ϕ,ϕ ∈ �9, π/-%}
��� 
� ��� �
������ ��� 
������ 
� T� ��� ���
����� �����+��

‖�zI −A�t%%−�‖ ≤ M

� H |z|
���� �
�� �
������ �
������ M 

?������ �� ���� ��� �
��
���� ��������
��

.���/ (�� 
�����
� A �t% �
������� � �
���� D �A �t%% G D �A �9%% ����������� 
� t

��� �����+�� ��� �
��
���� 7U
���� �
�����
�∥∥EA �t%−A �s%FA−� �τ%
∥∥
X→X

≤M |t− s|ε �&
-%

�
� ��������� t, s, τ ∈ E9, �F ���� �
�� �
������ �
������ M ��� ε ∈ �9, �F

"� �� ���� ��
�� E�5F ���� ��
���� �&
�% �
������� ��� ���<�� �
�����
���� ��8����������

�
����
� u �t% �
� t ∈ E9, �F ��� �� �
���

u �t% G U �t, 9%u� H

t∫
�

U �t, s% f �s% ds� �&
&%

��
����� ���� u� ∈ D �A �9%% ��� f �t% �� �
�����
���� ��8����������

7��� U �t, s% �� ��� ��
����
� 
�����
� 
� ��
���� �&
�% ��+��� �� ��� �
�����
��

�
����
� 
� ��� �������� �<����
�

U �t, s% G �6� {− �t− s%A �s%}

H

t∫
s

U �t, η% EA �s%−A �η%F
·
�6�{− �η − s%A �s%}dη


�&
*%

(�� 
�����
� U �t, s% �����+�� ��� ����!��
�� ��������

U �t, s% G U �t, η%U �η, s% �

9 ≤ s ≤ η ≤ t ≤ �

�&
1%
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$���� ������������
� �&
&% ��� �������� �&
1% �� ��� ��� �
��
���� �6��� ��
!����� ��8��!
���� ������

ut,k HBku �tk% G ϕk, k G 9, �, · · · , N − �� �&
'%

����� tk G τk� ut,k G τ−��u�tk��%− u�tk%%� k G 9, �, · · · , N � τN G ��

Bk G τ−� �I − U �tk��, tk%% � �&
2%

ϕk G τ−�
tk��∫
tk

U �tk��, s% f �s% ds �&
5%

(�� ��
����
� 
�����
� U �t, s% ��� ��� ����
�� ϕk ∈ X 
� ��� �6��� ��8������ ������
�&
'% ��� �� �
��� �6����� �� �
�� ���� ������� ����� 
���
 (��� �� ��� �� 
���� ��8������
������

yt,k H PBkyk G Pϕk, k G 9, �, · · · , N − ��
y� G Pu�

�&
�%

�� ������� ���� ����� ����
6����� ������ �&
'% �� �
�� �����

�
� ��� ���
�

zk G u �tk%− yk

�� ��� ��
� �&
'%� �&
�%
zt,k HBkzk G ψk�

k G 9, �, · · · , N − ��
z� G u� − Pu��

�&
�9%

�����

ψk G
(
PBk −Bk

)
yk H ϕk − Pϕk
 �&
��%

(�� �
����
� 
� ��
���� �&
�9% ��� �� ������� �
�� �� ��� �
��

zk G U �tk, 9% z� H
k∑
j��

τU �tk, tj%ψj �

k G 9, �, · · · , N 


�&
�-%

"� ��� ��
�� �� E�5F ����

‖U �tk, tn%‖X→X ≤M � �&
�&%∥∥A �tk%U �tk, tn%A−� �tn%
∥∥
X→X

≤M � �&
�*%

‖τ �k − n%A �tk%U �tk, tn%‖X→X ≤M � �&
�1%

9 ≤ n ≤ k ≤ N �

��
����� ���� �
�����
� �&
-% �
���
 $���� �&
�&% � �&
�1% �� ��� ��
� �&
�-%

‖A �tk% zk‖Cτ �X� ≤M

⎡⎣‖A �9% z�‖X H ‖ψk‖Cτ �X�

⎛⎝� H k−�∑
j��

τ

�k − j% τ

⎞⎠⎤⎦ ≤

≤M� E‖A �9% z�‖X H

H ��
�

τ

(
��6

�≤k≤N−�

∥∥∥( PBk −Bk

)
PBk

−�∥∥∥
X→X

∥∥∥ PBkyk∥∥∥
Cτ �X�

H ‖ϕk − Pϕk‖Cτ �X�

)]
�&
�'%

�����

‖Vk‖Cτ �X� G ��6
�≤k≤N

‖Vk‖X
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A�� �� �������� ��� ����
∥∥∥ PBkyk∥∥∥

Cτ �X�

� ��� �����!���� ���� 
� �&
�'% ���
��� ��� �������

���� 
� ��
���� �&
�%
 (
 ���� ��� �� �
������ ��� 
�����
�

PU �tk��, tn% G
(
I − τ PBk

)(
I − τ PBk−�

)
· · ·

(
I − τ PBn��

)
�&
�2%

����� �����+�� ��� �<����
��

PU �tk, ts% G
(
I − τ PBs

)k−s
H

k∑
p�s��

PU �tk, tp%
[
PBs − PBp−�

] (
I − τ PBs

)p−s−�
�

�&
�5%

PU �tk, ts% G
(
I − τ PBk−�

)k−s
−
k−�∑
p�s

τ
(
I − τ PBk−�

)k−p−� [
PBk−� − PBp

]
PU �tp, ts% �

�&
��%

A�� �� ������� ������ ����
.���/ (�� 
�����
�� PBk� k G 9, �, · · · , N ��� ������� ��+��� �� X ���� ��� �
�����

D
(
PBk

)
G D �A �9%% , k G 9, �, · · · , N �&
-9%

��� �
� ���� +6�� k ��� 
�����
�� PBk ��� ���
���� �
������

.��*/ (�� 
�����
�� PBk� k G 9, �, · · · , N ������� ��� A�������; �
�����
�∥∥∥ PBn ( PBk − PBn

)
PB−�
k

∥∥∥
X→X

≤M |tk − tn| 
 �&
-�%

.��0/ (�� ���<��������∥∥∥(I − τ PBk

)n∥∥∥
X→X

≤M �
∥∥∥ PBk (I − τ PBk

)n∥∥∥
X→X

≤ M

nτ
,∥∥∥τ PBk∥∥∥

X→X
≤M, k G 9, �, · · · , N − �, n ≥ �

�&
--%

���� �
�� �
������ �
������ M �
�� ����

$���� �&
-�%� �&
--% �� ��� ��
� �<����
� �&
�5%∥∥∥ PU �tk, ts%∥∥∥

X→X
≤M

{
� H

k∑
p�s��

τ
∥∥∥ PU �tk, tp%∥∥∥

X→X

}

 �&
-&%

(�� �
����
�� 
� ���� ���<������ ��� �� ��@
��;�� �� ��� �
����
� 
� ��� ���������� ������

� �<����
��

V �k, s% GM

{
� H

k∑
p�s��

τV �k, p%

}
s G k − �, k − -, · · · , 9�

V �k, k% GM 


�&
-*%

(��� �
����
� ��
V �k, s% G �� HMτ%

k−s
M

��� �� ������ �� ��� ��������∥∥∥ PU �tk, ts%∥∥∥ ≤ �� HMτ%
k−s

M ≤ �� HMτ%
N
M G

G
[
�� HMτ%

�
Mτ

]M
M ≤ eMM �

�&
-1%
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����� �� ����
�
�� �
 �������� �&
�&%

A�� �� ��
�� �� ����
�
� 
� �������� �&
�1%
 $���� ���<�������� �&
-�%� �&
--% �� 
�����

��
� �&
��%∥∥∥ PBk−� PU �tk, ts% PB−�
s

∥∥∥
X→X

≤
∥∥∥∥(I − τ PBk−�

)k−s∥∥∥∥
X→X

∥∥∥ PBk−� PB−�
s

∥∥∥
X→X

H

k−�∑
p�s

τ

∥∥∥∥ PBk−� (I − τ PBk−�
)k−p−�∥∥∥∥

X→X

∥∥∥[ PBk−� − PBp

]
PB−�
p−�

∥∥∥
X→X

×

×
∥∥∥ PBp−� PU �tp, ts% PB−�

s

∥∥∥
X→X

≤M

(
� H

k−�∑
p�s

τ
∥∥∥ PBp−� PU �tp, ts% PB−�

s

∥∥∥
X→X

)
�

����� �

�� ������� �
 �&
-&%
 (���� �� ���
������ ���� �&
-1% �� ��� �
� ��� �
����
�∥∥∥ PBk−� PU �tk, ts% PB−�
s

∥∥∥
X→X

≤MeM 
 �&
-'%

"� ������� �
 +�� �� ����
�
� 
� �������� �&
�1%
 �������� ���� �&
��% ��� ������ ���

���
��� �&
-�%� �&
--% �� ������ ��∥∥∥ PBk−� PU �tk, ts%∥∥∥

X→X
≤
∥∥∥∥ PBk−� (I − τ PBk−�

)k−s∥∥∥∥
X→X

H

k−�∑
p�s

τ

∥∥∥∥ PBk−� (I − τ PBk−�
)k−p−�∥∥∥∥

X→X

∥∥∥[ PBk−� − PBp

]
PB−�
p−�

∥∥∥
X→X

×

×
∥∥∥ PBp−� PU �tp, ts%∥∥∥

X→X
≤ M

�k − s% τ
HM

k−�∑
p�s

τ
∥∥∥ PBp−� PU �tp, ts%∥∥∥

X→X

�&
-2%

�
����
�� 
� ���<������ �&
-2% ��� ��@
��;�� �� ��� �
����
� 
� ��� ������ 
� �<����
��

V �k, s% G
M

�k − s% τ
HM

k−�∑
p�s

τV �p, s% �

k G sH �, sH -, · · · , N �
τV �s, s% GM �

�&
-5%

����� ������

V �k H �, s% G αV �k, s%− M

τ �k H �− s% �k − s%

k G sH �, sH -, · · · , N �

V �sH �, s% G
m

τ
HM�, α G �� H τM% 


�&
-�%

��
� �&
-5%� �&
-�% �� ��� ��� ��������

V �k, s% G αk−s−�V �sH �, s%− M

τ

(
αk−s−�

- · � H
αk−s−	

& · - H · · ·

H
�

�k − s% �k − s− �%

)
≤ αk−s−�

(
M

τ
HM�

)
− M

τ

(
�

- · � H
�

& · - H · · ·H �

�k − s% �k − s− �%

)
G αk−s−�

(
M

τ
HM�

)
− M

τ

(
�− �

k − s

)
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≤
(
eM − �

)M
τ
H eMM� H

M

τ �k − s%
≤ M�

τ �k − s%
,

k G sH �, sH -, · · · , N �

����� ������� ∥∥∥ PBk−� PU �tk, ts%∥∥∥
X→X

≤ M�

�k − s% τ

 �&
&9%

(�� ��������� �&
-1%� �&
-'%� �&
&9% ���� �
 ��� �
��
���� �������
�


�$�� �� *���  �� ��� ��������� PBk! k G 9, �, · · · , N − � �����%� ����������� .���/�
.��0/! ���� %�� ��� ��
����� �% ����
�� �(�)� ��� %�

����� �������� ��
�� ����∥∥∥ PBkyk∥∥∥

Cτ �X�
≤
(∥∥∥ PB�y�

∥∥∥
X
H ‖Pϕj‖Cτ �X� ��

�

τ

)
� �&
&�%


���%� (�� �
����
� 
� ��
���� �&
�% ��� �� ������� �
�� �� ��� �
��

yk G PU �tk, 9% y� H

k∑
j��

τ PU �tk, ti% Pϕj 


(
������ ���� �&
-'%� �&
&9% ���� ������������
� �������∥∥∥ PBkyk∥∥∥
Cτ �X�

≤

≤
∥∥∥ PBk PB−�

k−�

∥∥∥
X→X

{∥∥∥ PBk−� PU �tk, 9% PB−�
�

∥∥∥
X→X

∥∥∥ PB�y�

∥∥∥
X
H

H

k∑
j��

τ
∥∥∥ PBk−� PU �tk, ti%∥∥∥

X→X
‖ Pϕj‖X

⎫⎬⎭ ≤M
(∥∥∥ PB�y�

∥∥∥
X
H

H ‖Pϕj‖Cτ �X�

⎛⎝k−�∑
j��

�

k − j
H �

⎞⎠⎞⎠ 

�&
&-%

A�� �� ��
�� ��� ��6������ ��������

k−�∑
j��

�

k − j
≤ �

�� -
�� k
 �&
&&%

	�������� ��� ������
�

f �k% G

k−�∑
j��

�

k − j
− a �� k, k G -, &, · · · , f ��% G 9�

�����+��

f �k H �%− f �k% G g �k%

����

g �k% G
�

k
− a ��

k H �

k
.

�����

g′ �k% G
−k − � H ak
k� �k H �%

�

��� ���������� g′ �k% �� �
�!�
������ �
� ��� k G -, &, · · · ��
����� ���

a ≤ &

-
. �&
&*%
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(�� ������
� g �x% �� �
�!���������� �
� ����� ������ 
� a ����� ����� ����

g �k% G f �k H �%− f �k% ≤ g ��% G �− a �� -

��� �������� ��

����

a G �/ �� -� �&
&1%

�� ���

f �k% ≤ f �k − �% ≤ · · · ≤ f �-% G �− a �� - G 9


(���� �
�����
� �&
&1% ��
����� ���� ��� f �k%� k G �, -, &, · · · ��� �
�!�
������ ��� ��
������ �� �&
&&%

"��<������ �&
&-% �
������ ���� �&
&&% ����� �&
&�% ����� ��
��� ��� ���
���


 
�� �� ��� �� ��� �
����
� �
 ��
�� ��� ���� ������ 
� ���� �����
�


�$�� �� *��� *���� ����������� .���/� .��0/ ��� ����
���
 �$��� ��+������ ������
�(��� �� ������
� ����
�! ���� ��� %�

����� �����
��� �������� ��
�� ����

‖A �tk% zk‖Cτ �X� ≤M

{
‖A �9% z�‖X H ��

�

τ

[
��6

�≤k≤N−�

∥∥∥( PBk −Bk

)
PB−�
k

∥∥∥
X→X

·

·
(∥∥∥ PB�y�

∥∥∥
X
H ��

�

τ
‖ Pϕj‖Cτ �X�

)
H ‖ϕk − Pϕk‖Cτ �X�

]}
.

�&
&'%


���%� (�� ��

� �� ��� �
 �&
�'% ��� (��
��� &
�


A�� �� �
������ ��� �
��
���� �6����� 
� �������� ��8������ ������ �&
�%

yk − yk−�
τ

HA �tk% yk G f �tk% , k G �, -, · · · , N �

y� G u��
�&
&2%

����� ����
6������ ��� �6��� ��8������ ������ �&
'%
 (��� ������ ��� �� ������ �����!
�
���� �
 ��� �
�� �&
�% ����

PBk G
�

τ

[
I − �I H τA �tk−�%%−�

]
G A �tk−�% EI H τA �tk−�%F

−�
�

Pϕk G �I H τA �tk−�%%
−�
f �tk−�% , k G �, -, · · ·N 


�&
&5%

A�� �� ����� ��� �
�����
�� �&
-�%� �&
--%
 ,� ����∥∥∥ PBn ( PBk − PBn

)
PB−�
k

∥∥∥
X→X

G
∥∥∥�I H τA �tk−�%%−� EA �tk−�%−A �tn−�%FA

−� �tk−�%
∥∥∥
X→X

≤M
∥∥EA �tk−�%−A �tn−�%FA

−� �tk−�%
∥∥
X→X

≤M |tk − tn|ε

��� 
�� ��� ���
���;� ���� ��� �
 �&
-% �
�����
� �&
-�% �� ���+���� ���� ε G �

(�� �
��
���� ��������� ��� ��
��� �� E��FI �� 
�����
� A ���� � ����� �
���� D �A%

�� � ?����� ����� X �� ���
���� �
������ �������
� 
� �� �������� ������
�� ��6�−tA%
����� �����+�� ��� ���������

‖�6� �−tA%‖X→X ≤M, ‖A �6� �−tA%‖X→X ≤ M

t

�8 ��� ���������∥∥∥�I H τA%−k∥∥∥
X→X

,
∥∥∥A �I H τA%−k∥∥∥

X→X
≤ M

kτ
k > � �&
&�%

�
�� ���� M ����������� 
� τ 
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(��� ���
��� �������∥∥∥(I − τ PBk

)n∥∥∥
X→X

G
∥∥∥�I H τA �tk−�%%−n∥∥∥

X→X
≤M �&
*9%

���� ��������∥∥∥ PBk (I − τ PBk

)n∥∥∥
X→X

G
∥∥∥A �tk−�% EI H τA �tk−�%F−n−�∥∥∥

X→X
≤

≤ M

�nH �% τ
<
M

nτ
�

τ
∥∥∥ PBk∥∥∥

X→X
G
∥∥∥I − �I H τA �tk−�%%−�∥∥∥

X→X
≤ � HM 


(���� ��� 
�����
�� PBk� k G 9, �, ·, N−� ������� ��� ��������
�� 
� (��
��� &
- �����
������� ���� ��� �6��� ��
!����� ��8������ ������ �&
'% �� ���
���� ������ �� �
������
���� ��� ������ �&
�%� �&
&5% ��� �������� �&
&'% �
��� ����

"� 
���� �
 ��� �� �������� �������� �
� ��� ��8������ ������ �&
�%� �&
&2% 
�� ��� �


�������� ��� �����

ϕk − Pϕk,
[
PBk −Bk

]
PB−�
k 


�
� ���� ��� �� ���������

‖ϕk − Pϕk‖X G

∥∥∥∥∥∥�τ � EU �tk��, s%− IF f �s% dsH
�

τ

tk��∫
tk

Ef �s%−

−f �tk%F dsH
[
I − �I H τA �tk%%−�

]
f �tk%

∥∥∥
X

�&
*�%

��� �������� ������������ ���� ������� ����� ��� �
��

$���� �������� �<����
� �&
*% �� ���

EU �tk��, s%− IF f �s% G E�6� {− �tk − s%A �s%} − IF f �s%H

H

tk��∫
tk

U �tk��, η% EA �s%−A �η%F �6� {− �η − s%A �s%} f �s% dη

�&
*-%

,� ������ ���� f �s% ∈ D �A �9%% ��� f �s% �� �
�����
���� ��8����������� ���� �� ���

‖E�6� {− �tk�� − s%A �s%} − IF f �s%‖X G

G

∥∥∥∥∥∥−
tk��∫
s

�6� {− �tk�� − s%A �s%}A �s% f �s% dη

∥∥∥∥∥∥
X

≤

≤Mτ ‖A �9% f �s%‖X ≤Mτ ‖A �9% f �s%‖C�X�

�&
*&%

��� ∥∥∥∥∥∥ �τ
tk��∫
tk

Ef �s%− f �tk%F ds

∥∥∥∥∥∥
X

G

∥∥∥∥∥∥�τ
tk��∫
tk

s∫
tk

f ′ �η% dηdsX

∥∥∥∥∥∥ ≤

≤ τ

-
‖f ′ �t%‖C�X� .

�&
**%

�������� �� ����∥∥∥[I − �I H τA �tk%%−�] f �tk%∥∥∥
X

≤M ‖A �tk% f �tk%‖X τ 
 �&
*1%



,L *� 2� 5 0(*M+K)� 0� M� " ) (/0

(����� ���
 ���
��� �&
*-%��&
*1% ��� �<������ �&
*�% ������

‖ϕk − Pϕk‖Cτ�X� ≤

≤ τM
{
‖A �9% f �x%‖C�X� H ‖f ′ �x%‖C�X� H ‖A �tk% f �tk%‖Cτ �X�

} �&
*'%

�����
‖V �t%‖C�X� G ��6

t∈
�,��
‖V �t%‖X 


A�� �� �
 
��� �
 ��� ���������� 
� ��� 
�����
�[
PBk −Bk

]
PB−�
k G

[
U �tk��, tk%− �I H τA �tk%%−�

]
A−� �tk% EI

HτA �tk%F G I� H I��
�&
*2%

�����

I� G
[
�6� {−τA �tk%} − �I H τA �tk%%−�

]
A−� �tk% EI H τA �tk%F �

I� G

tk��∫
tk

U �tk��, η% EA �tk%−A �η%F �6� {− �η − tk%A �tk%} dη×

×A−� �tk% EI H τA �tk%F 


(�� 
�����
� I� ��� �� ������
���� �


I� G

⎡⎣I − tk��∫
tk

�6� {− �tk − η%A �tk%}A �tk% dη − �I H τA �tk%%−�
⎤⎦×

×A−� �tk% EI H τA �tk%F G τ −
tk��∫
tk

�6� {− �tk − η%A �tk%} dη EI H τA �tk%F

G −
tk��∫
tk

�6� {− �tk − η%A �tk%} dη H τ �6� {−τA �tk%} �

����� ������� ��� ��������
‖I�‖X→X ≤Mτ 


�
� ��� 
�����
� I� �� ����

‖I�‖X→X ≤
tk��∫
tk

‖U �tk��, tη%‖X→X

∥∥EA �tk%−A �η%FA−� �tk%
∥∥
X→X

×

×‖�6� {− �η − tk%A �tk%} EI H τA �tk%F‖X→X dη ≤

≤M

tk��∫
tk

�η − tk%

(
� H

τ

η − tk

)
dη ≤ &

-
Mτ�.

(���� ���� ��
 ���<�������� ����� ��� ��������

��6
�≤k≤N−�

∥∥∥[ PBk −Bk

]
PB−�
k

∥∥∥
X→X

≤Mτ 
 �&
*5%

C�������� �&
*'%� �&
*5% �
������ ���� (��
��� &
- ���� �
 ��� �
��
���� ���
�� ����
������ 
� ���� �����
�
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�$�� �� *�*�  �� ��� ����������� �% ,������ (�� �� %�
"

�� ��� ��� ���������
���
%������� f �t% ∈ D �A �9%% �� ����������
� ��+��������
� �� E9, �F! ���� %�� ��+������
������ �(�(-� ��� %�

����� �������� �������� ��
��

‖A �tk% zk‖Cτ�X� ≤ τ ��
�

τ
M, �&
*�%

����� ��� �������� M �� ����������� �% τ �

������ (�.� (�� �����������
� ������<�� 
� ���� �����
� �� ��
��� �
 ���� 
� E�F ��� ���
���� �������� ������ (��
���� &
-� &
& ��� ���


������ (�/� #�� �
 ��� ����
� �� �
τ 
� ��� �����!���� ���� 
� �������� �&
&'%��
�
 ���

�������������� �
������ 
� ��� �����!���� ���� ������� ������ 
� ��� ����!��;�% �� �
���
�� �
�� �
����� �
 ���� ���� �������� �� �� �������� 
� ��� J���
��: ���
�� ���������
 ,�
���� 
������� ���� �������� �� ���� �� ��� �������� �������� �&
*�% �� � ���
�� �
��

O�� ��� ��� �
 ��� ������� ��������� ����
�� ��� �
��������� ����
� �� ��� ������ �
��

� ��� ?����� ����� X 
 ?�� ���� ����� ��� ��������

��6
�≤k≤N−�

∥∥∥[ PBk −Bk

]
PB−�
k

∥∥∥
X→X

≤Mτ


�� ����� ��������� �
�
∥∥∥ PBkyk∥∥∥

Cτ �X�
� �
�
 ��� �������
� 
� (��
��� &
�� ����� �����

����� �
 �������� 
� ��� ����
� �� �
τ �� ��� ��������� ���������


�� ρ���������� �� ����������� ����������
����
�� ��� �������� '��������� ���������

���
�� 
���� ��8�������� �<����
�� ���� 
�����
� �
�Æ������ ��� � �
������ �����!
������� �

� �� ��� ���������
� ��� ����� 
� ��
����
���� ������� ��8�������� �<����
��
������� �� ����
�� +���� 
� ���������
��
 "� ��� ��������� �
����
� 
� ��
����
� ��
������
��� ��
���� 
� ��������� 
� ��������� ����
�� ���� ������� �
 ������� ���� �� 
� �����
���
������
 4
��������� ����� ����
�� �� ��8������ ������� ���� 
�����
� �
�Æ������
��
����� � �������� �
��� �
� ��������� ��������

"� ���� �����
� �� ������� �
�� ������� ��
� E�1F �
�������� ��8������ ������� �
� ���

�
��
���� ������� ����� ��
����I

d�u

dt�
HAu G 9, t ∈ �9, T F, u�9% G u�, u

′
�9% G u�, �*
�%

����� u I R� → X �� � ����
�!������ ������
�� 	 �� � ������� ������� ��+���� ��
���

�����
� ���� �
���� D�A% �� � ?����� ����� X ���� �
�� ‖ · ‖ ≡ ‖ · ‖X 
 "� �����������
��� �<����
� �*
�% ���� ��� A������ 
�����
� A G −R �� ��� ����!��
�� ���� �<����
�

#�� �
 ��� �������� 
� ��� ���
��!
���� ���� ���������� �� �*
�%� ��8������ �������

�
� ��� ��������� �
����
� 
� ���� ��
���� ���� �� ����� ����� ���� ������� �
�
 ����
���
��� ����
6����� ������ yn �
� u�tn% �� ����� ������
���� �
���� 
� ��� ���� ����
ωτ G {ti I i G 9, �, -, . . . , t� G 9, ti − ti−� G τ}.
$��
���������� ��
�� ��������� ������� �
 �
� ������� ������� ���
����� ������� 
� ���!

������� ������� ���� ���
����� 
�����
� �
�Æ������ �� � ?����� �����
 ���� ������� ���
���
 ���
����� �
� +���� ��8������ ��� +���� ������� ����
6�����
�� 
� ������� ��8����!
���� 
�����
�� ����� ��� �
��� 
� ����� ����
6�����
�� ���� �
 ��+���� �� ��� ��������;���
�
��������� ����� �
 ;��


(�� ��� 
� ���� �����
� �� �
 ������� �
�� ��������� ������� �
� ��������;�� �����!�����

��8������ ������� ���� ���
����� 
�����
� �
�Æ������ �� � ?����� �����
  
�� ����
��� ������� ��8������ ������ �����
�� ��������;���
�% ��� �� ��������
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,� �
������ ��� �
��
���� ������ 
� �����!����� ��8������ �������I

�I H αA%y�tt,n H βAy◦
t,n
HAyn G 9, n G �, -, . . . , �*
-%

���� ����� y�� y�� �����

y◦
t,n
G
yn�� − yn

-τ
, y�tt,n G

yn�� − -yn H yn−�
τ�

,

α, β ��� ���������� ��� A �� � ������� ������� ��+���� ��
��� 
�����
� �� � ?����� �����
X. "� α G β G 9 ���� �� ���� ��� �6������ ��8������ ������ �
� ��� �<����
� �*
�% �����
�� �������� �� ��� ���� 
� �� ���
����� 
�����
� A

(�� ��8������ ������ �*
-% ��� �� ������� �
�� ��

EIH�αH
βτ

-
%AFyn��−-EIH�α−

τ�

-
%AFynHEIH�α−

βτ

-
%AFyn−� G 9, n G �, -, . . . �*
&%

"� 
���� �
 ��� �� �6������ �
����� �
� ��� �
����
� 
� �*
&% ��� �� �
������ ��� ������
���������� �<����
�

aun�� − -bun H cun−� G 9
���� �
������ �
�Æ������ a, b, c. ������� un G rnPun �� ���

Pun�� − -
b

ar
Pun H

c

ar�
Pun−� G 9

��� ���� r G
√
ca−�, x G b

√
ca−� �� ����

Pun�� − -xPun H Pun−� G 9.

(��� �� ��� ���������� �<����
� ����� �����+�� �
�� 4�������� �
���
����� 
� +��� ����
Tn�x% ��� 
� ���
�� ���� Un�x% ���� E-9F%
 ����� Un−� ��� Un−� ��� ������ �����������
��� �� ��+����
� U−��x% G −�, U−��x% G 9� �� ��� ����� �
�� un, n G 9, �, . . . ����
������� ������ u�, u� �� �
��
��

un G �
√
ca−�%nE−Un−��x%u� H �

√
ca−�%−�Un−��x%u�F.

(���� ���
����

χ�α, β,A% ≡ χ�A% G EI H �α− τ�

-
%AF

{
EI H �αH

βτ

-
%AFEI H �α− βτ

-
%AF

}−�/�
,

Q�α, β,A% ≡ Q�A% G

{
EI H �αH

βτ

-
%AF−�EI H �α − βτ

-
%AF

}�/�

��� �
����
� 
� �&% ��� �� 
���
���� ����������� ��

yn G Qn�A%E−Un−��χ%y� HQ−��A%Un−��χ%y�F. �*
*%

 �6�� �� ����
���� ��
 ��+����
�� ����� �� ���� ��� �� 
�� ��������


��-�!�!�� 0��� >���� � ������
� ρ G ρ�τ% ��� � ���� σ ≥ 9 �� ��� ���� ��� ������ �-%
�� ρ!������ ���� ������� �
 ������� ���� �� ��� �
���� D�Aσ% 
� ��� 
�����
� Aσ �� �����
�6���� � �
������ ) ����������� 
� n ���� ���� ��� ��������

‖yn‖ ≤Mρn
(
‖y� H y�

-
‖σ H ‖y� − y�

τ
‖σ
)

�*
1%

�
��� �
� ��� y�, y� ∈ D�Aσ% ���� ‖u‖σ G ‖Aσu‖.

7��� ��� ���
� �� ���
�� �� M,M�, . . . , C, C�, . . . , c, c�, . . . ����
�� �
������ �
�!
������
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	 ��������� �
�� �� 
�� ��������� �������� ���� ���� ��� ���
���� =!�
������ 
�����
��
����� ���� ���� ����
����� �� E*F
 A�� S� �� � �
�����!��
�� ���� 
������� �����
��

y� G
c��
-
xH c�� c�, c� > 9 ���� ���
 �%
 ,� ���
�� �� T�� ��� �
���� ����� ������ 
� S�


 
�� �� ��� �� ��� �
����
� �
 ���� ��� ��+����
� 
� ��� ���
�� =!�
��������


��-�!�!�� 0��� ,� ��� ���� �� 
�����
� A I D�A% ⊂ X → X �� ���
���� =!�
������ ��
��� �������� V�A% ���� �� ��� �
���� T�� ��� 
� S� ��� 
������ 
� S� ��� ��������

‖�z −A%−�‖X→X ≤ M

� H
√
|z|

�*
'%

�
��� ���� � �
������ �
������ M 


������ .�(� (�� �
�� 
� ��� ���� S� ≡ S��z% �
� � �
����� z �� �
� ��������� �
� 
��
��������
 ,��� ���
����� �� ��� ������
� 
� ��� ���
����� ��� 
� V�A% �� ��+����� �
�

���� S �� � �����
�� ��� ��� �������� �*
'% �
��� �
� |z| → ∞


�2'�(%� 0�0� (��� �6����� ��
�� ���� ����� �6��� ���
����� ������� 
� ��� �������
��8�������� 
�����
�� ����� ��� ���
���� =!�
������ E'F

A�� V ⊂ X ≡ H ⊂ V ∗ �� � ������ 
� 7������ ������ ��� ��� a�·, ·% �� � ���<�������� �
��


� V 
 ,� ���
�� �� ce ��� �
������ ��
� ��� ��������� ���<������ ‖u‖X ≤ ce‖u‖V , I
∀u ∈ V 
 	����� ���� a�·, ·% �� �
������ �
�
�

|a�u, v%| ≤ c‖u‖V ‖v‖V �
� ��� u, v ∈ V

(�� �
��������� 
� a�·, ·% ������� ��� ����!�
������� 
� ��� �
�����
�� 
�����
� A I V →
V ∗ ��+��� ��

a�u, v% GV ∗< Au, v >V �
� ��� ∈ V.

	� ������ 
�� ��� �������� A �
 � �
���� D�A% ⊂ V ��� �
������ A �� �� ����
�����%

�����
� �� H 
 (�� ��������
��

�e a�u, u% ≥ δ�‖u‖�V − δ�‖u‖�X �
� ��� u ∈ V,

|�m a�u, u%| ≤ κ‖u‖V ‖u‖X�
� ��� u ∈ V
�*
2%

��������� ���� ��� ��������� ����� {a�u, u% I u ∈ X ���� ‖u‖X G �} 
� A ���� sp�A%%
���� �� T�� � ����� ��� �����
�� S� ������� 
� ��� �
������� δ�, δ�, κ, ce
 	�������� ��
a�u, u% G ξu H iηu ���� �� ���

ξu G �e a�u, u% ≥ δ�‖u‖�V − δ� ≥ δ�c
−�
e − δ�,

|ηu| G |�m a�u, u%| ≤ κ‖u‖V .

"� �������

ξu > δ�c
−�
e − δ�, ‖u‖�V ≤ �

δ�
�ξu H δ�%, |ηu| ≤ κ

√
ξ H δ�
δ�

. �*
5%

(�� +��� ��� ��� ���� ���<�������� �� �*
5% ���� ���� ��� �����
�� Sδ G {z G ξ H iη I
ξ G δ�

κ η
� − δ�, η ∈ �−∞,∞%} �
������ ��� ��������� ����� 
� A
 ����
���� ����

�e sp�A% > γ� > γ� G b� 
�� ��� ������ ��� ���� ����� �6���� ��
���� �����
�� ������� ���

�������� �����
��% SS G {z G ξ H iη I ξ G a�η
� H b�, η ∈ �−∞,∞%} ���� a� G �γ�−γ��δ�

�γ��δ��κ

�� ��� �����!���� ����� �
�������� sp�A% � ��� ���
 �%
  
�� ���� δ�c
−�
e − δ� > 9 �� ���

��Æ����� �
�����
� �
� �e sp�A% > 9 ��� �� ���� ���� 
�� ��� ��

�� γ� G δ�c
−�
e − δ�


	���
�
���� �
 E*F �� ��� �� ��
�� ���� ���<������ �*
'% �
��� ���� �� C\T�S ���� ���
��������
� �� E*FE��
 &&9!&&�F%


�2'�(%� 0�1� (��� �6����� ��
�� �
� 
�� ��� ������ ��� ���������� 
� ��� �����
��
��
� ��� �
�Æ������ 
� ��� �������� ���
�� 
���� ������� ��8�������� 
�����
� E'F




,O *� 2� 5 0(*M+K)� 0� M� " ) (/0

"��
�� �
 =����
��� Sδ ��� S�

A�� �� �
������ ��� ���
���� �������� ��8�������� 
�����
�

L IG −
d∑

j,k��

∂jajk∂k H
d∑
j��

bj∂j H c� �∂j IG
∂

∂xj
% �*
�%

���� ��

�� ��� ������� �
����6% �
�Æ������ ajk, bj ��� c� �� � �
���� T ���� � ��

��
�
������
 �
� ��� ���� 
� ����������
�� �� �
������ ��� ���� 
� #�������� �
������
�
�����
��
 ,� ����
�� ���� apq G aqp ��� ��� �
��
���� ����������� �
�����
� �
���

d∑
i,j��

aij yi yj ≥ C�

d∑
i��

y�i .

(��� 
�����
� �� ���
������ ���� ��� ���<�������� �
��

a�u, v% G

∫
�

⎛⎝ d∑
i,j��

aij ∂iu ∂jv H

d∑
j��

bj ∂ju v H c�uv

⎞⎠ dT.

����' 0�3� ,�� �������� �% ��� �������� L 
��� ������ �% ��� ������
� Sδ G {z G ξHiη I

ξ G δ�
κ η

�− δ�, η ∈ �−∞,∞%} ���� ���������� ��"��� �� δ� G C�, δ� G C�, κ G C	 �����

C� IG ���
x∈�

∣∣∣∣�-∑j

∂bj
∂xj

− c�

∣∣∣∣ , C	 IG
√
d��6

x,j
|bj�x%|, �*
�9%

C� �� ��� �������� %��� ��� ���0��
��� �% ��� ������ �

�������� ��� CF �� ��� ��������
%��� ��� 1��������2� ���0��
����


���%� A�� λ G ξ H iη �� �� ���������� �
�����
����� �
 ��� �����������
� u G ur H iui

(��� �� ����

a�u, u% G

∫
�

⎛⎝ d∑
i,j��

aij ∂iu ∂juH

d∑
j��

bj ∂ju uH c�uu

⎞⎠ dT

G

∫
�

⎛⎝ d∑
i,j��

aij ∂iu ∂juH

d∑
j��

bj�∂jur H iui%�ur − iui% H c�|u|�
⎞⎠ dT

G

∫
�

⎛⎝ d∑
i,j��

aij ∂iu ∂juH

d∑
j��

bjE∂jurur − i∂jurui H i∂juiur H ∂juiuiF H c�|u|�
⎞⎠ dT
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G

∫
�

⎛⎝ d∑
i,j��

aij ∂iu ∂juH

d∑
j��

bjE
�

-
∂j�u

�
r H u

�
i %− i∂jurui H i∂juiurF H c�|u|�

⎞⎠ dT

G

∫
�

⎛⎝ d∑
i,j��

aij ∂iu ∂ju−
d∑
j��

�

-
∂jbj |u|� − bj Ei∂jurui − i∂juiurF H c�|u|�

⎞⎠ dT

G �ξ H iη%‖u‖�� �*
��%

?� ��������
� 
� ��� ���� ��� ��������� ����� �� ������� ���

� e a�u, u% G

∫
�

⎛⎝ d∑
i,j��

aij ∂iu ∂juH �c� −
�

-

d∑
j��

∂bj%|u|�
⎞⎠ dT,

� m a�u, u% G −
∫
�

bjE∂jurui − ∂juiurFdT

G
�

-i

d∑
j��

∫
�

bj �u · ∂ju− u∂ju% dT,

�*
�-%

�����

‖u‖�� G ‖u‖�L���� G
∫
�

|u|�dT. �*
�&%

A�� |u|�� G
∑
j |∂ju|� �� ��� ����!�
�� 
� ��� �
�
��� ����� H��T%� ‖ · ‖k �� ��� �
��


� ��� �
�
��� ����� Hk�T% �k G 9, �, . . . % ���� H��T% G L��T%� ��� ��

�� ‖u‖� G �

$���� ��� ���������� �
�����
�

d∑
i,j��

aij ∂iu ∂ju ≥ C�

d∑
j��

|∂ju|�, �*
�*%

��� 4�����!?��@��
���� ���<������

∫
�

u

d∑
j��

bj∂judT ≤ ‖u‖�

√√√√√∫
�

⎛⎝ d∑
j��

bj∂ju

⎞⎠�

�*
�1%

��� ��� ���<������
(∑d

j�� sj

)�
≤

√
d
∑d
j�� s

�
j �� ��� ��� ��������� ��
����� ���� �*
2%%

ξ G � e a�u, u% ≥ C�|u|�� − C�‖u‖��,
|η| G |� m a�u, u%| ≤ C	‖u‖�|u|�

�*
�'%

����

δ� G C�, C� G δ� G ��6
x∈�

∣∣∣∣∣∣c� − �

-

d∑
j��

∂jbj

∣∣∣∣∣∣ ,
C	 G κ G

√
d��6

j,x
|bj�x%|.

�*
�2%

A�� CF �� ��� �
������ ��
� ��� ���������� ���<������

‖u‖� ≥ CF |u|� �
� ��� u ∈ H�
� �T%.

(��� �
������ ��� �� ��������� �� CF ≤ c��mes T%
�/d, ����� c� G -

d−�
d−� �
� d > - ���

c� G &/- �
� d ≤ - ���� E�9F� �
2�%
  
�� ��� +��� ���<������ �� �*
�'% �������

ξ G � e a�u, u% ≥ δ�|u|�� − δ�‖u‖�� ≥ δ�C
−�
F − δ�. �*
�5%
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"� �� ���� �
 ��
� ���� �� ���� ���� ���� V G H�
� �T%, H G L��T% �� �
��� ξu ≥ C�|u|�� −

C�‖u‖� ≥ C�CF − C�, |ηu| ≤ C	|u|� ≤ C	

√
�ξu H C�%/C�, �
 ���� ��� �����
�� Sδ ��

��+��� �� ��� ���������� δ� G C�, δ� G C�, κ G C	 ��� ��� �
��� �
��� 
� sp�A% ���
�� ��������� �� γ� G C�C

−�
F − C� > γ�
  
�� ��� �������� �����
�� SS �� ��� �����

����!����� ��� �� �
��������� �� ��
�� �� ������� a� G
�γ�−γ��δ�
�γ��δ��κ




(�� ���
���� �������� ������� ��8�������� 
�����
�� ���� � V�A% > 9 ��� ���
�����
�6������ 
� �
�� ���
���� =!�
������ ��� ���
���� �
������ 
�����
�� ����
 ����
���� 
�!
����
�� 
� ��+��������� �������
�� 
� �
�
�
����� ������
���%
 (�� ������
�� 
� ���
���
���� =!�
�������� �� ���
����� �
� �������� �
���� �������� 
� 
�����
�� ������� �
 ���
�<����
� �*
�% ���� �
�
 E2F� E-F%
 "� ��� ��
�� �� E*F ���� ��� ���
�� �
���������� 
� ���

�����
� A ��
����� �
�� ���
������� ������������
�� 
� � �
���� ������ ��������� �� A
�� ���� �� ��� �6�������� ��������� ��� ����
6�����
� ������� �
� �*
�% �� ��� ���� ���� ���
������� ���� ���
�� �
 ��� �
���� 
� �
�� ������
��� �
��� 
� ��� 
�����
� A
 4
������
�
 ��� ��
�� ��������� ��� ��Æ����� �
�����
�� ����� ����� �� 
�����
� A ��������� �
�
���� ������ E2F 
�� �
�����
� �� ������ �
 ��
��


�2'�(%� 0�4� (��� �� �� �6����� 
� � ���
���� =!�
������ 
�����
� �� � J�������:
?����� ������ �
�
 �� ��� ���� ����� ��� �
� �� ������� �
 � 7������ ����� E�1F

A�� �� �
������ ��� 
��!�������
��� 
�����
� A I L��9, �%→ L��9, �% ���� ��� �
����

D�A% G {u|u ∈ H�
� �9, �%} �� ��� �
�
��� ����� H�

� �9, �% ��+��� ��

Au G −u′′ ∀ u ∈ D�A%.

(�� ����������� λk G k�π�, k G �, -, . . . 
� A ��� 
� ��� ���� �6�� ������ 
� ��� ����

S G

{
z G η� ± iη, η ≥ � ,
z G �± iη�, |η| ≤ �.

(�� >���� ������
� �
� ��� ��
����

�zI −Au% ≡ u′′�x% H zu�x% G −f�x%, x ∈ �9, �%Ku�9% G u��% G 9

��

G�x, ξ% G
�√

z ���
√
z

{
���

√
zx ���

√
z��− ξ% x ≤ ξ,

���
√
zξ ���

√
z��− x% x ≥ ξ,

�
�
 �� ����

u�x% G �zI −A%−�f G

∫ �

�

G�x, ξ%f�ξ%dξ.

"� 
���� �
 ��
� ���� ��� �������� �*
'% �
��� ���� �� �� ��Æ����� �
 �������� ��� >����

������
� 
� ��� �����
�� z G η� ± iη G
√
η� H η���
�φ± i ���φ%, �����

�
�φ G
η√
η� H �

, ���φ G
�√
η� H �

.

	�������� �� ����
√
z G

√
E*Fη� H η���
� φ� ± i ��� φ� % G a± ib ����

�
�
φ

-
G

√
η� H

√
η� H η�

√
-
√
E*Fη� H η�

, ���
φ

-
G

√√
η� H η� − η�

√
-
√
E*Fη� H η�

,

a G

√
η� H

√
η� H η�

√
-

, b G

√√
η� H η� − η�

√
-

.

(�� �
��
���� ��������� �
�� �
� x ≤ ξ ��� �
� η ����� ��
���∣∣∣∣���√zx ���√z��− ξ%√
z ���

√
z

∣∣∣∣ G
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G
E���� axH ����� bxF

�
� E���� a��− ξ% H ����� b��− ξ%F

�
�√

E*Fη� H η�E���� aH ����� bF
�
�

≤ c

η

���� �� ���
���� �
������ c
 (�� ���� ξ ≤ x ��� �� �
�������� ����
�
����
 (�� ����
�������� ������� ���� ‖�zI − A%−�f‖L� ≤ M

��
√

|z|
‖f‖L� � �
�
 ��� 
�����
� A �� ���
����

=!�
������ �� X ≡ L��9, �%
 (�� ���� ��������� �
� ��� >���� ������
� ����� ��� ���
��
=!�
�������� 
� A ���
 �� L∞�9, �%


"� ��� ��6� �����
� �� ���� ��
� ���� ��� ���
�� =!�
�������� 
� ��� ���
����� 
�����
�
A �� 
�� 
� ��� ��Æ����� �
�����
�� �
� ��� ρ!��������� 
� ��� ��������;�� ������ �-%
������� ��� �6������ ������ �-% ���� α G β G 9 �� ��������


�� ( �
�������� ��������� ��� ρ���������� �� ����������� ����������
����
�� 	��� �������� '��������� �������� ������������

�
� ��� ���� 
� ���������� �� ��� �� �*
-%

β G τ, α G
τ�

-
.

"� ���� ���� ��� ������ �*
-% ����� ��� �
��

�I H
τ�

-
A%y�tt H τAy◦

t
HAy G 9 �1
�%


�
EI H τ�AFyn�� − -yn H yn−� G 9, n G �, -, . . . �1
-%

��� ��� 
�����
�� χ,Q ��� ����� �� χ�A% G Q�A% G EI H τ�AF−�/�.
(�� ��6� ���
��� ���������� ��� +��� ���� ������ 
� ���� �����
� ���� ���
 E�1F%


�$�� �� 1���  �� A �� � ������
� 
��������� �������� ���� ��� ������ D�A% ������

� �������� V�A% �
���� ������ �% � ������
� y� G
c��
-
x, c� ≡ const > 9, �V�A% > γ,

τ <
√
-c−�� � ,��� ��� ��+������ ������ �.��� ���� β G τ, α G

τ�

-
�� ρ�����
� ���� �������

�� ������
 ���� �� D�Aσ% ���� ρ G ��− c�τ√
-
%−�/�.


���%� ,� ��

�� ��� ���������
� ���� �����
���� ��� �������� 
� A �� ��
�� �� ���
 -

$���� ��� #���
��!4����� �������� �� ��������� ��� �
����
� 
� �1
-% �� �
��
��

yn G
�

-πi

∫
�

−Qn�z%Un−��χ�z%%�z −A%−�dzy�H �1
&%

H
�

-πi

∫
�

Qn−��z%Un−��χ�z%%�z −A%−�dzy�


� �� ���� 
� ��� ���������� ������
��

y� G
y� H y�
-

H
y� − y�
-

, y� G
y� H y�
-

− y� − y�
-

�� ���

yn G
�

*πi

∫
�

f ���n �z%�z −A%−�dz�y� H y�%− �1
*%

− �

*πi

∫
�

f �−�n �z%�z −A%−�dz�y� − y�%,

�����
f ���n �z% G Qn−��z%EUn−��χ%−Q�z%Un−��χ%F, �1
1%

f �−�n �z% G Qn−��z%EUn−��χ% HQ�z%Un−��χ%F.
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"��
�� �
 "��������
� ���� S

(����� ���
 ���
��� ��� �
�� 
� ��� ���� S �� ��� ������
�� ��� ��������� �� �1
*%
�� �
��
�� ��� ��� ��� �
����
�� z G x H iy G x H ic�

√
x
� , Mz G x − ic�

√
x
� , dz G

�� H ic�/�-
√
-x%%dx, dMz G ��− ic�/�-

√
-x%%dx%

I�±�n ≡ �

*πi

∫
�

f �±�n �z%�z −A%−�dz G

G
�

*πi

∫ ∞

γ

Ef �±�n �Mz%�Mz −A%−� − f �±�n �t%�z −A%−�Fdx−

− c�

5
√
-π

∫ ∞

γ

Ef �±�n �Mz%�Mz −A%−� − f �±�n �z −A%−�F
dx√
x
−

− �

*π

∫ c�
√

γ
�

�

f �±�n �γ H iy%�γ H iy−A%−�dy− �

*π

∫ c�
√

γ
�

�

f �±�n �γ − iy%�γ − iy−A%−�dy G

− �

-π

∫ ∞

γ

"�f �±�n �z%�Mz −A%−�dxH
c�

-π
√
-

∫ ∞

γ

f �±�n �z%
√
x�Mz −A%−��z −A%−�dxH

H
c�i

*
√
-π

∫ ∞

γ

"�f �±�n �z%�Mz − A%−�
dx√
x
− c��i

5π

∫ ∞

γ

f �±�n �z −A%−��Mz −A%−�dxH

H
i

-π

∫ c�
√

γ
�

�

f �±�n �γ H iy%y�γ H iy −A%−��γ − iy −A%−�dy−

− �

-π

∫ c�
√

γ
�

�

/�f �±�n �γ H iy%�γ − iy −A%−�dy. �1
'%

"� ���� �
��
�� �� ���� ��� ��� ������
��

Un−��χ%−Q�χ%Un−��χ% G

G Un−��χ%− χUn−��χ% G Tn−��χ% G

G
�

-
E�χH

√
χ� − �%n−� H �χ−

√
χ� − �%n−�F,

Un−��χ% HQ�χ%Un−��χ% G

G Un−��χ% H χUn−��χ% G
�√
χ� − �

×

×E�-χH
√
χ� − �%�χH

√
χ� − �%n−� − �-χ−

√
χ� − �%�χ−

√
χ� − �%n−�F,

|Un−��χ%− χUn−��χ%| ≤ EW�χ%Fn−� �1
2%

|Un−��χ% H χUn−��χ%| ≤ EW�χ%Fn−�
|-χH

√
χ� − �|H |-χ−

√
χ� − �|

|
√
χ� − �|
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����

W�χ% G ��6{|χH
√
χ� − �|, |χ−

√
χ� − �|}, �1
5%

����� Tn�x% ��� 4�������� �
���
����� 
� +��� ���� E-9F

"� �
��
�� ��
� �1
*%!�1
5% ����

‖yn‖ ≤ C

{[∫ ∞

γ

Wn�z�%

|z�|σ
dxH

∫ c�
√

γ
�

�

Wn�zγ%dy

]∥∥∥∥Aσ y� H y�-

∥∥∥∥H
[∫ ∞

γ

Wn�z�%W����z�%

|z�|σ
dxH

∫ c�
√

γ
�

�

Wn�zγ%W����z�%dy

] ∥∥∥∥Aσ y� − y�
-

∥∥∥∥
}
, �1
�%

�����

z� G xH ic�

√
x

-
, zγ G γ H iy,

Wn�z% G E|χ�z%|W�χ�z%%Fn−�, �1
�9%

W����z% G
��6 {|-χ�z% H

√
χ��z%− �|, |-χ�z%−

√
χ��z%− �|}

|
√
χ��z%− �|

.

����� 
� ��� �� ���� �
 ��������

|χ�z%|W�χ�z%% G ��6
{
|� H iτ

√
z|−�, |�− iτ

√
z|−�

}
. �1
��%

A�� z G xH iy G ρeiθ, x > 9, y ∈ �−∞,∞%, ρ G
√
x� H y�, �
� θ G x

ρ , ��� θ G
y
ρ , ����

|q±�z%|−� ≡ |�± iτ
√
z|� G |�± iτ�x� H y�%�/�eiθ/�|� G

G E�∓ τ�x� H y�%�/� ���
θ

-
F� H τ��x� H y�%�/� �
��

θ

-
G

G E�∓ -τ�x� H y�%�/� ��� θ
-
F H τ��x� H y�%�/�.

����� ��� ����� θ ���� �� ��� +��� 
� �� ��� �
���� <�������� �� ����

���
θ

-
G

y√√
x� H y� H x

�√
-�x� H y�%�/�

���

|q±�z%|−� G �±
√
-τ

y√√
x� H y� H x

H τ��x� H y�%�/�.

,� ��� ���� �
� z G z�

|q±�z%|−� G �±
√
-τ

c�
√
x/-√

xH
√
x� H c��x/-

H τ��x� H c��x/-%
�/� ≥ �− τ

c�√
-

�1
�-%

��� �
� z G z�

|q±�z%|−� G �±
√
-τ

y√
γ H

√
γ� H y�

H τ��γ� H y�%�/� ≥

≥ �−
√
-τ

c�
√
γ/-√

γ H
√
γ� H c��γ/-

≥ �− τ
c�√
-
, �1
�&%

9 ≤ y ≤ c�
√
γ/-, τ ≤

√
-/c�.
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 �6�� �� �
������ W����z% �
� z G z� ��� z G zγ . "� �� ���� �
 ��� ����

W����z% G
�

τ
��6 {| -√

z
H iτ |, | -√

z
− iτ |}, �1
�*%

W����z�% ≤
�

τ

[
-√

x� H c��x/-
H τ

]
≤ �

τ

[
-

γ
H τ

]
, �1
�1%

W����zγ% ≤
�

τ

[
-√

γ� H y�
H τ

]
≤ �

τ

[
-

γ
H τ

]
. �1
�'%

 
�� �� ��� �� ��� �
����
� �
 �������� ‖yn‖. (����� ���
 ���
��� �1
�%!�1
�1% �� ���

‖yn‖ ≤ c

(
�− c�τ√

-

)−n/�(∥∥∥∥y� H y�-

∥∥∥∥
σ

H

∥∥∥∥y� − y�
τ

∥∥∥∥
σ

)
, �1
�2%

����� σ > 9, ‖u‖σ G ‖Aσu‖. (�� ��

� �� �
������

������ /��� ��
� ��� ��������� �������� 
�� ����

‖yn‖ ≤ Ce
c�τn

�
√
�

(
‖y� H y�

-
‖σ H ‖y� − y�

τ
‖σ
)

≡ Ce
c�T

�
√
�

(
‖y� H y�

-
‖σ H ‖y� − y�

τ
‖σ
)
,

�
�
 ��� ��������� �
������ ��������� �6�
��������� ���� ������� �
 ��� ������ 
� ��� ����
�������� T G nτ.

������ /�(� (�� �6������ ������ �*
-% ���� α G β G 9, �
�


y�tt HAy G 9


� �� ��� ����6 �
��

yn�� − -EI −
τ�

-
AFyn H yn−� G 9

�� �������� �� 	 �� �� ���
����� 
�����
� �� � ?����� ����� C


	�������� ��

���� y� G 9 �� ���

y� G -EI −
τ�

-
AFy�.

����� 	 �� ���
����� ����� �6���� y
�k�
� ���� ‖y�k�� ‖ G � ���� ���� ‖�I − τ�

� A%y
�k�
� ‖ ≥ k

�
� ��� ����������� ����� k
 (���� ��� �������� �*
1% ��� �
� �� ����� �
� ��� y�, y�, �
�

��� ������ �� �
� ������ ���� ������� �
 ��� ������� ����


 
��� ���� ��� ������ �1
-% ������� �
 ��� ��8�������� �<����
� �*
�% �� 
� ��� +���

���� 
� ����
6�����
� ���� ������� �
 τ ������� ��� �������� �6������ ������ �� 
� ���
���
�� 
����
 (�� �
��
���� ��������;�� ��8������ ������(

I H
τ�

-
A

)
y�tt,n HAyn G 9, n G �, -, . . . �1
�5%

���� ����� y�, y� �� � ������� ���� 
� �*
-% �
� β G 9, α G
τ�

� 
 (��� ������ ��� ��� ���
��

���� 
� ����
6�����
� ���� ������� �
 τ 
 "� ��� �� ���
 ����������� �� ��� ��������;��
�6������ ������
 (�� ��6� ���� ������ 
� ���� �����
� ����� ���� ��� ��������� 
� ����
������ ��� ��� �� ��
��� ����
�
���� �
 (��
��� 1
� ���� E�1F%
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�$�� �� 1�0�  �� 3 �� ������
� 
��������� ���� � �������� V�A% ������ �% ��� ������
�

y� G c��x/- ��� β G 9! α G τ�

� !τ ≤ -
√
-c−�� , �V�A% > γ� ,��� ��� ��+������ ������

�.��� �� ρ�����
� ���� ������� �� ������
 ���� �� D�Aσ%, σ > 9 ���� ρ G ��H c�τ√
�
H

c��τ
�

� %
�
� .

������ /�/� O�� ��� ��� ��
� ��� �
�����
�� τ <
√
-c−�� �
� ��� ������ �1
-% ���

τ < -
√
-c−�� �
� ��� ������ �1
�5% ���� ��� 
������ 
� ��� �����
�� ���������� ��� �����

����� 
� ��� ����!���� τ �
� ����� ����� ������� ��� ρ!������


A�� �� �
������ ��� �
��
���� ���
�
����
�� ��8������ ������

�I H αA%y�tt,n H βAy◦
t,n
HAyn G fn, n G �, -, . . . �1
��%

y� G y� G 9.

?��
� �� ��+�� � ���� 
� ��������� ���� ����� �� ���
����� �
�� �
� ���
�
����
��
��
�����


��-�!�!�� 1�3� >���� � ������
� ρ�τ% �� ��� ���� ��� ������ �1
��% �� ρ!������ ����
������� �
 ��� ����� ���� ���� �� D�Aσ% ���� �
�� ���� σ > 9 �� ����� �6���� � �
������
M > 9 ����������� 
� n, ���� ���� ��� ��������

‖yn‖ ≤Mρn
n−�∑
p��

τ‖fp‖σ

�
��� �
� ��� �������� ������
� fp ∈ D�Aσ%.

(�� �
����
� 
� �1
��% ��� �� ����������� ��

yn G

{
EI H �αH

βτ

-
%AFEI H �α− βτ

-
AF

}−�/�
τ�

n−�∑
p��

Qn−p�A%Un−p−��χ�A%%fp G

τ�

-πi

n−�∑
p��

{∫
�

E�� H �αH
βτ

-
%z%�� H �α− βτ

-
%z%F−�/�×

×Qn−p�z%Un−p−��χ�z%%�z −A%−�dz

}
fp,

n G -, &, . . . K y� G 9, y� G 9.

$���� ��� ���<������

|Qk�z%Uk−��χ�z%%| ≤
|Q�z%W�χ�z%%|k√

|�− χ��z%|
,

��� ��������� �1
�-%��1
�*%��1
�1% ��� �
��
���� ��� ���� 
� ��� ��

� 
� (��
���� 1
��
1
� �� ��� ��� �
��
���� ���������


�$�� �� 1�4� *���� ����������� �% ,������ /�	 �α G
τ�

-
, β G τ% �� ,������ /�.

�β G 9, α G
τ�

-
% ��� ������������� ��+������ ������� %��� ��� %���
� �/�	)� ��� ρ�

����
� ���� ������� �� ��� ����� ���� ���� �� D�Aσ% ���� ρ�τ% G �� − c�τ√
-
%−�/� ���

ρ�τ% G �� H
c�τ√
-
H
c��τ

�

*
%
�
� ����������
��
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�2'�(%� 1�5� "� �
�� ������ ���� �6����� ��
�� ��� ��������� 
� 
�� �������
 "������
��� �� �
������ ��� ������ ��
����

d�u

dt�
HAu G 9, t ∈ �9, T F,

u�9% G u�, u′�9% G i
√
Au�,

����� A G x− ic�
√

x
� ��� �� ������ �
� x→ ∞ �� �� J���
�����: ���
���� =!�
������


�����
� ���� ��� �������� ������ 
� ��� �����
�� y� G �c� H ε%
�x/- ���� �� �����������

����� �
������ ε. (�� �
����
� 
� ��� ��
���� �� ��� ������
�

u�x, t% G �6�

⎧⎨⎩i
√
x− ic�

√
x

-
t

⎫⎬⎭u�

G �6�
{
i
√
E*Fx� H c��

x

-

(
i �
�

ϕ

-
− ��� ϕ

-

)
t
}
u�,

�����

�
�ϕ G
x√

x� H c��
x
�

> 9, ���ϕ G −
c�
√

x
�√

x� H c��
x
�

< 9.

"� �� ���� �
 ��� ����
|u�x, t%| G ρd�x, t%|u�|

����

ρd�x, t% G �6�

⎧⎪⎨⎪⎩√E*Fx� H c��x- �√
-

√√√√�− x√
x� H c��

x
�

t

⎫⎪⎬⎪⎭
G �6�

⎧⎨⎩ t√
-

√√
x� H c��

x

-
− x

⎫⎬⎭ .

�
� ��� �
����
� 
� ��� �
�����
����� ��8������ ������ �1
�5% (��
��� 1
* ��
����� ���
��������

|yn�x%| G |y�x, nτ%| ≤ cρn�τ%|u�|

���� ρ�τ% G
(
� H �c��ε�τ√

�
H �c��ε�

�τ�

�

) �
�

. "� ���������� �� ���� �
� � +6�� t G nτ ���
x→ ∞

|u�∞, t%| G ���
x→∞

|u�x, t%| G ρd�∞, t%|u�|,

|y�t%| ≤ cρ�τ%
t
τ |u�|,

����� ρd�∞, t% G ���x→∞ ρd�x, t% G �6�
c�t
�
√
�
. "� �� ���� �
 ����� ����

���
τ→�

ρ�t%
t
τ G ���

τ→�

[
� H

�c� H ε%τ√
-

H
�c� H ε%

�τ�

*

] t
�τ

G �6�

{
�c� H ε%t

-
√
-

}
,

�
�
 ��� �����
�� �
�������� ��� �������� 
� A ��+��� ��� ������
� 
� ��� ��8������
�
����
� ������
������� �� t �� �6����� ��� ���� ��� �� ��� �6��� �
����
�


�2'�(%� 1�6� A�� �� �
������ ��� ��8������ ������ �1
�5% ���� A �� �� C6����� & �
�

x G �9�, c� G �9�, y� G �, y� G � H τi
√
x− ic�

√
x
� ��� n G �, -, . . . , �99
 O�� ��� ���

���� ��� ���
���� ����� 
� ��� �
����
� �� ������
� 
� t �
������ �� �1
�5% �� ������ ����

��� ��Æ����� ��������� �
�����
� τ < -
√
-/c� �
��� ����
 &%
 (�� ��6� +���� ��
�� ����

��� ����������� ��� 
���� �� ��� �
�����
� τ < -
√
-/c� �� ��
����� ���� ���
 *%




'/"4 %4W '1 E*M*1+ (4'KM1' LN

"��
�� �
 �
����
� 
� ������ �1
�5%I ��� ��Æ����� ��������� �
�����
� �� ���!
+����

"��
�� �
 �
����
� 
� ������ �1
�5%I ��� ��Æ����� ��������� �
�����
� �� ��
!
�����

$�����������

��  9$>7#!>6;  �� '�B�!6;9F88 2�� 1���
,�������� �
 ,�������� (�2������ )��������� E87F$Y#6967
067!#D� E#96!� �&&L�

�� G#���78<8 3�� ������ '���� !����� (�2�������� )�������� �� *����� ������� %�7�$@3�!!#<:�
 �9�67:#�� �&O��

,� G�Z8�# 3�� '#8�� %�� '�T�F8 1�� '������� ������ ��� ��������� $������� 4!96;867� 368:6!B67D�
�����

L� 5#;78!>�F *� 2�� �������� ,
�������� ��������� ��� �������� �������������� �
 ��� ��������� �


������� ����� �������� 
�� ������ ����� ��2�������� ��������� �� *����� ������ ���7<��? "#�$�
 <#!>989 #<:  ��!� ��
 P�&&&Q� ,�N@,L&�

�� 5#;78!>�F *� 2�� "#F#7�; 0� M�� (Z#B8=$6; 0� M�� � �������� ������ �
 ���� �������� 
�� ����

���� ����� ��������� �������� �� 3������ ��� *����� ������ ������#�8�<#! "6�$�:9 8<  ��!86:
"#�$6�#�8=9 P�" "Q � P���,Q� O-@��� <��B67 ��

-� 5#;78!>�F *� 2�� "#F#7�; 0� M�� 0#9>!>F 0�� � ��	 �������� �
 ��� ���� ������ 
�� ������

��������� �������� ��������� ��� ������� ������ ������#�8�<#! "6�$�:9 8<  ��!86: "#�$6�#�8=9
P�" "Q 
��� P���LQ� �@�N�

N� 5�!:9�68< ��  �� ���������� �
 !����� '�������� ��� ������������� /A?�7: K<8;6798�> 27699
#<: �!#76<:�< 27699� %6C +�7F� /A?�7:� �&O��

O� )768< '� 5�� !����� (�2�������� '�������� �� *����� ������� %#�F#� "�9=�C� �&-O� P8< (�9@
98#<Q



LO *� 2� 5 0(*M+K)� 0� M� " ) (/0

&� )768< '� 5�� !����� (�2�������� '�������� �� *����� �������  �67� "#�$� '�=�� %6C +�7F�
�&N��

��� M#:>T$6<9F#Z# /�  �� K7#!T6;# %� %�� !����� ��� ����������� �������� ��2�������� ����������
%#�F#� "�9=�C� �&N,�

��� (8=$��>67 (� .�� "�7��< )� W�� (�2������ $������ 
�� 4������ 5���� ,�������� *<�679=86<=6�
%6C +�7F� �&N-�

��� '#�#79F88  �  �� ������ �
 ��2������ �������� %#�F#� "�9=�C� �&NN� P8< (�998<Q
�,� '#�#79F88  �  �� 4����������� �� ��������� �������� %#�F#� "�9=�C� �&O�� P8< (�998<Q
�L� '#�#79F88  �  �� ������ �
 ��������� ��� ��������&����� �
 ��2������ ������� ��� ��� �����������

�� ���
����� �������� �
 ������������ ��������  ��!86: %��678=#! "#�$6�#�8=9 �
 P�&&LQ� ��@
-L�

��� '#�#79F88  �  �� 5#;78!>�F *� 2�� "#F#7�; 0� M�� ��������� ��� ��������&����� �
 �����
�����

��2������ ������� 	��� ��������� �������� ���Æ������ �� *����� ������� '* " ���7<#! �<
%��678=#!  <#!>989 ����� P����Q� N�O@N�,�

�-� '#�#79F88  �  �� 5�!8<  � 0�� ��������� �
 ��2������ �������� %#�F#� "�9=�C� �&N,� P8< (�998<Q
�N� '#�#79F88  �  �� 0#B89=$6;8=$ 2� %�� "#��9 2� 2�� (�2������ ������� 	��� '������� -�������

)!�C67  =#:6�8= 2�B!89$679�� E�9��<� .�7:76=$�� M�<:�<� �����
�O� '�B�!6;9F8Z 2� G�� ��� �������������� ������������ 
�� �������� ��������� ���������� .�F!#:>  %

'''(� ������ P�&-L�Q� ��@�-�� P8< (�998#<Q
�&� '�B�!6;9F8Z 2� G�� '� ��� ���������� ����������� �
 ��2������ ���������� .�F!#:>  % '''( �����

P�&N�Q� ��-,@��--� P8< (�998#<Q
��� 'T6DY� 5�� '��������� ,�����������  �678=#< "#�$6�#�8=#! '�=86�>� %6C +�7F� �&�&�
��� 1#:��7 4�� ��������� �������� �
 �����
��2������� ������
�������� ��� -������
"����#�� ������


�������� 
�� ����
��������� ��������� '* " (6;86C �� P�&ONQ� ���@����

%������)������ ��*������� #��������� #�������)������� �� +��������� ,� --.&/� 0��� 

����� 1������

)
���� �������V 8�D[B#@6896<#=$�:6

�������� ������� �� #������� �� !)������ 
�������� �� ������������ ���������)�"�)�

2� 3&'3& 4��"� !)�����

)
���� �������V �#F#7�;[8�#�$�F86;��#

/������� -�D9�D-991


