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∂

∂R H Xt, Xt G −�
τ

(
∂

∂α
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*
R ���� α ��� θ ∂

∂α
H

∂

∂θ

�

*
R ��� θ ∂

∂θ

)
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XW G
ZaZc
���α/-
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�
�α/-

H ZaZb E�− ���α �
� θF−�/� ,

τ G
�
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��� Za G Zb G −� ��� Zc G Z ��� ��� ������� 
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� ���������
�R, α, θ% ∈ T� G T× E9,∞%

(
��� ���� ������
� Y�R, α, θ% �����+�� ��� �
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∂θ
G 9, �-%

���
R→�

R� ∂Y

∂R G 9, ���
R→∞
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�������� �
�
α ∈ E9, π/-F

4
������ ��� �
��
���� �6�����
� 
� ����� ������� ������
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Wi�α, θKR% G
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ϕ
�i�
l �αKR%Pl��
� θ%, ��9%

����� ϕ
�i�
l �αKR% ��� �6�����
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�Æ������ ��������� �������������� 
� R ��� Pl��
� θ%

��� ��� A������� �
���
�����
 (���� �
���
����� ��� ��� ������
����
�� 
� ��� �
��
����
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����

− d

dθ
��� θ

dPl�cosθ

dθ
G λl ��� θ Pl�cosθ%

���� λl G l�lH �% ����� ��� �
�����
����� �����������
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������� ��8�������� �<����
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L�ϕ,E% ≡
[
R
(
− d

dα
D
d

dα
HZ

)
HR�W − -Ei�R%R	D

]
ϕ�i��α,R% G 9,

���
α→�,π/�

���� α
∂ϕ

∂α
G 9, �ϕ�i�%T G �ϕ

�i�
� , ϕ

�i�
� , . . . , ϕ

�i�
lmax

%.

���%

"� ��� ��
��� D, Z� ��� W ��� +���� lmax× lmax �������� �������� 
� ����� ��� ��+���
��

Dii G
�

*
���� α, Dij G 9, i �G j, Zii G

�

*

(
i�iH �% H ���� α

)
, Zij G 9, i �G j,

Wij G −Z �
*
���α

(
�
�

α

-
H ���

α

-

)
δij H

�

5
���� αW rep

ij ,

W rep
ij G

∫ �

−�

Pi�t%Pj�t%√
�− t ���α

dt, i, j G 9, �, -, . . . lmax.
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!�������
��� ���������� ��
���� �1%!�'% �� ������� �
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�� 
� �����!�
��

4
��
�� ������� ���� ��<����� �������
�
 (��� ������� ���� �����������
dϕ

dR ��
��� ��

�
������ ���� ��� ������� �
������ ��������� ����� �������� � ��Æ���� ��
���� �
� �
��

� ��������� ����
�� ������� ���� �� ��� ��������� ������������
� ���������
�� E*F


	� �8������ ����
�� ����� ���
�� �
 ��������� ����������
dϕ

dR ���� ��� ���� ��������

�� �������� �
� �����������
�� 
� ���% ��� ��� �� �
 �
����� �����6 �������� ��+��� ��
�
������ ��%� ��� ���� �����
��� �� E2F
 7��� �� 
��� 
������ �� ����L� �
� �
����������


(����� � ���������� 
� ���% ���� ������� �
 R� �� ��� ���� dϕ

dR ��� �� 
������� �� �

�
����
� 
� ��� �
��
���� �
������ ��
����

L

(
dϕ

dR , E

)
≡
[
d

dα
D
d

dα
− U − -RW H 'E�R%R�D H -E′�R%R	D

]
ϕ G G. ��-%

(�� �
������ �
�����
�� �
� ������
�
dϕ

dR ��� ��� ���� �� �
� ������
� ϕ
 (����� ���


���
��� ���� E�R% �� �� ���������� 
� 
�����
� L� ��
���� ��-% ���� ���� � �
����
� ��
��� 
��� �� ��� ����� ���� ���� ���� G �� 
���
�
��� �
 ��� �����������
� ϕ
 ��
� ����
�
�����
� �� +�� ����

E′�R% G −
∫ π/�

�

[
dϕ

dα

T

D
dϕ

dα
H ϕT �U H -RW %ϕ

]
dα− &

RE�R%,
∫ π/�

�

ϕT
�

-
Dϕdα G �

��&%
 
� ��
���� ��-% ��� � �
����
�� ��� �� �� �
� ���<��
 ��
� ��� �
�����;���
� �
�����
�
�� 
����� ��� ��<����� ������
��� �
�����
�∫ π/�

�

ϕT
�

-
D
dϕ

dRdα G − &

-R . ��*%

(���� ��
���� ��-% ���� ������
��� �
�����
�� ��&%!��*% ��� �
� � ���<�� �
����
�


#� 0����! ��������������� �� ��� ��������
� ������
�

�
� ��������� �
����
� 
� 
��!�������
��� ���������� ��
����� �2%� ���% ��� �
������
����� ��
���� ��-%!��*% ���@��� �
 ��� �
�����
����� �
������ �
�����
��� ��� ����!
����
����
6�����
�� 
� ��� +���� ������� ����
� E����-F ����
����� �� 
�� �����
�� ������
E�&��*F ���� ���� ����
 O��!�������
��� +���� �������� 
� 
���� p G �, -, . . . , �9 ����
���� �����������
 $���� ��� �������� +���� ������� ��
������� E�-F� ��
����� �2% ���
���% ��� ����
6������ �� ��� ��������;�� ��������� ���������� ��
����

AFh G EhBFh. ��1%

(�� �
������ ����� ��
���� ��-%!��*% �� ����
6������ �� ��� ������ 
� ������ ���������
�<����
��

XAuh G b. ��'%

"� C<�
 ��1%� ��'%� A ��� B ��� ��� +���� ������� ��������� �
�����
����� �
 ��
�����

�2% 
� ���% ���� E�&��*F%� �����6 XA ��� �����!���� ���� ����
� b ��� 
������� ������������
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��
� �����6 A ��� �
�����
� ��*% ����� ��� ���
����� 
� /��
 E2F� Eh �� ��� �
�����
�����
����������� Fh �� ��� ����
� ����
6������� �
����
�� 
� �2% 
� ���% 
� ��� +����!�������

����� ��� uh �� ��� +���� ������� ����
6�����
� �
�
dϕ

dR 


A�� En, ϕn ���
dϕn
dR �� ��� �6��� �
����
� 
� �2% 
� ���%� ��-%!��*% ��� Ehn , F

h
n , u

h
n ��

��� ��������� �
����
� 
� ��1% ��� ��'%
 (��� ��� �
��
���� ��������� ��� ����� E��F

|En − Ehn | ≤ c��En%h
�p, ||ϕn − Fhn ||� ≤ c��En%h

p��,

||dϕn
dR − uhn||� ≤ c	h

p��, c� > 9, c� > 9, c	 > 9,

����� h �� ��� ���� ����� p �� ��� 
���� 
� +���� ��������� n �� ��� ������ 
� ��� �
���!
��
����� ������
����
�� ��� �
������� c�� c� ��� c	 �
 �
� ������ 
� ���� h


1� ����  !�
���2 3������� (��
 �� � ������)�
�������� ������

 
� �� �
������ ��� �
��
���� ���������� ��
����(
−R d

dα
���� α

d

dα
−R� ��� -α

)
ψ�αKR% G E�R%-R	 ���� αψ�αKR%.

���
α→�

���� α
∂ψ

∂α
G 9, ���

α→π
���� α

∂ψ

∂α
G 9.

��2%

=�
���� ��2% ��� �� ���������� �
����
�

En�R% G −�
-

[
�

n�
− n� − �

R�

]
, n G �, -, . . .

���� �����������
�� ψn�αKR% ����� ��� ��� ������ ������
�� 
� � ����
��� ��
� 
� �
�����!�������
��� ������ E�1��'F

ψn�α,R% G Cn�R%Re{�6�E−ıα�n− �− ıσ%F�F��−nH �, � H ıσ, -, �− �6��-ıα%%},

Cn�R% G
-√

�− �6��−-πσ%

√
σ
n� H σ�

R	
, σ G

R
n
,

����� �F� �� � ���� �������
������ ������
�


#��
�� ��� �6��� �
����
�� 
� ��
���� ��2% �� �En, ψn% ��� ��� ��������� 
��� ��
�Ehn , ψ

h
n%
 ������ �� ������� ��� ������� 
� ��� �
�������
� 
� ����������� ��� �����

������������ ����� ���� 
������� ����� �99 +���� �������� 
� ��� +��� 
���� �19� �
���%

(����� ����������� ���� ���������� ���������
���� �� ��
 ������ 
� ����������� R G �
��� �1 �
�
 �
�� 
� ���� ��� ��������� �� (����� � ��� - �
������ ���� <���������
ε G Ehn − En ��� δ G �Ehn%

′ − E′
n ����� ��
� ��� ������ �������� �������� �
� ���

����
6����� ����������� ��� ����� �����������
 ��
� ��� (������ 
�� ��� ��� �� �6�������
��������� ��9−�� 
� ������% 
� 
�� ��������� ������� ���� ��� �6��� �
����
��


(���� �I 	���
6����� ����������� Ehn 
� ��
���� �-9% ��� ����� ����������� �Ehn%
′ ���!

������� �� R G � �
�
 ε G Ehn − En ��� δ G �Ehn%
′ − E′

n ����� En ��� E
′
n ��� �6���
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��� 
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n Ehn ε �Ehn%
′ δ

� −.*����������H99% .-''�−��% −.12*52&*5-��!��% .121�!��%

' .�2*5'������H9-% .�&2�−�-% −.&199999999�H9-% −.�1*�!�-%
�9 .*�*�*������H9-% .&9��−�&% −.��99999999�H9-% −.�**�!�*%
�* .�2*�2**5�2�H9-% .��*�−�-% −.��*��������H9&% −.�95�!�-%
-9 .���*�52199�H9&% .*'*�−�-% −.&��9999999�H9&% −.�92�!9�%

(���� -I 	���
6����� ����������� Ehn 
� ��
���� �-9% ��� ����� ����������� �Ehn%
′ ���!

������� �� R G �1 �
�
 ε G Ehn − En ��� δ G �Ehn%
′ − E′

n ����� En ��� E
′
n ��� �6���

�
����
��


n Ehn ε �Ehn%
′ δ

� −.*����������H99% .512�−��% .'9'&-91*�&�−�-% .'9'�−�-%
' .'&55555555�−9�% .�**�−��% −.�9&29&29&2�−9�% −.111�−�-%
�9 .-�19999999�H99% .*�'�−�-% −.-�&&&&&&&&�−9�% −.*1��−�-%
�* .*&925-&�-��H99% .-1-�−�-% −.1222222222�−9�% −.-�*�−�-%
-9 .551*�'''''�H99% .5-&�−�-% −.��5-------�H99% −.25-�−�9%

(�� �������� 
� ���������
� 
� ��� �����6 � ��� , �� ��� ���� �� ��� ��������� 
���
���� E2F%


4� �

������ ���
��� ��� He ��� H−

"� ���� �����
� �� ������� 
�� ��������� ������� �
� ��� �
�!������ �������� 
� 7�!
���� ��
� He ��� �������� ����
��� �
� H− ��������� ��� ��
��� �����
 (
 �����!
���� �����6 �������� ��% �������� �lmax G �-% A������� �
���
����� �� �6�����
� ��9%
���� ���� ����
 ������ ���% ��� ���� �
���� ����� �99 +���� �������� 
� ��� 2!��

���� �
� ��� +��� -5 ������
����
��
 =�
����� ��1% ��� ��'% ���� �
���� �� ��� ���!
����� �������
� ����
� E�-F
 	�� ����������� ��� ��� �
�����
����� �����6 ��������
���� ���������� ���� �������� �������� 
� �9−��
 (�� ���� �� R ��� ���� ��
��� �� �
�!
�
��� 9.9-�9.9-%9.��9.91%'.��9.�%-9.9�9.-%&1.9�9.-1%19.9 ������� �� ����������� ���
���
��� ���� �� R%
 �
� ��� ������� ��������� �� (���� & ��6���� ������ 
� �����������
Rmax G 19.9 �
�
 ���� ���� ����
 ������ �2% ��� ���� �
���� ����� --9 +���� ��������

� ��� ��������� 
���� ��1*� ���� �
����� ���� ���� h G 9.9991�%
 (�� ����� ������� ����
���� ���� �
 ������
���� ��� �
�Æ������ 
� ������ �2% ��� �
 �
������� ��� ������ +����
������� ����


(���� &I 4
��������� 
� ��� ��
��� ����� ������ ��� �
�
% �
� 7� ��� 7− ���� ���
������ 
� �
����� �������� n


n He H−

� −-.552���'5 −9.1--*�**-
- −-.5��&2��� −9.1-*2-952
& −-.�9-5299- −9.1-2&-1--
' −-.�9&99**5 −9.1-21�*2&
�9 −-.�9&'&'�& −9.1-2'59-9
�1 −-.�9&291*� −9.1-22&'92
-� −-.�9&2--'* −9.1-22*�-5
-5 −-.�9&2--'' −9.1-22*�29
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"� (���� & ������ ������ �
� ��� He ��� H− 
������� �� /��
 E2F ����� ��� ����
�������
�

�������� ��� �
������ ���� ��� ������� 
������� �� ���� �
�� �� �
����� ��
���� ��%!
�&% �
� ��8����� ������ 
� ������ �<����
�� �� ������ �2%
 ���� �
������
� ���
��������
��� �
��������� 
� ��� .���
�
���� �������
� 
� ��� &!# ��
���� ����� �6�����
� �*%
��� ���
 ��������� 
� ��� ?���
�!>������� ����
� ��9% �
� �
����� ��� -!# ����������
�
������ ��
����� ���% ��� ��-%

	 �
��������� ����� 
� ��� ��
��� ����� ������ 
� 7� ��� 7− ���� ��� ������


� ������ �<����
�� �� ��������� �� (���� &
 O�� ��� ��� ���� ��� ������ �����������
�
������ �
�
�
������� ��
� ��
��� ���� ��� -5!������� ����� ����� EHe G −-.�9&2--''
�
�
 ��� EH− G −9.1-22*�29 �
�
 	� ��
�� ����� ������ ��� ���� ��
�� �
 ��� �������
�
�������
��� ������� I E�ARHe G −-.�9&2-*&2 �
�
E�2F ��� E�ARH− G −9.1-221�9- �
�
E�5F

����� ��� ���������
� 
� �����6 �������� ���� �������� ����
6������� �9−� �� �� ��
��
���� �� ���� ��� ���� �������� �
� �����������
 "� �� ������� ���� 
�� ������� ����� ����
���� ���� ����� ���� �������
� ���������
��


5� �	� ��	 ����
�� �� ��� �) ,���������� ���
�����

"� ��� ������� ����� �� �
��� ���� �
 ������� � �
�� �Æ����� ��� �
 �
��� ��� ��
!
�������
��� ��
���� �1% ����� ��� .���
�
���� ����
�
 C6�����
� ��9% ��� �� ���������
�� ��
 ��8����� �
���I

Wi�α, θKR% G
lmax∑
l��

ϕ
�i�
l �αKR%Gl�θKα,R%, ��5%

Wi�α, θKR% G
lmax∑
l��

ϕ
�i�
l �θKR%Fl�αK θ,R%. ���%

"� ��� �6�����
�� ��
��� ����� ������
�� Gl�θKα,R% ��� Fl�αK θ,R% ��� ��� �
����
�� 
�
��� �
��
���� ��
 
��!�������
��� ���������� ���������� ��
�����I(

− d

dθ

R
*
��� θ

d

dθ
H

R�

5
���� α ��� θ XW �θ, α% H

R
*
���� α ��� θ

)
G G

G λ�αKR%R
	

5
���� α ��� θG,

�-9%

(
− d

dα

R
*
���� α

d

dα
H

R�

5
���� α ��� θ XW �θ, α% H

R
*
���� α ��� θ

)
F G

G λ�θKR%R
	

5
���� α ��� θF,

�-�%

���� ��� �
������ ��� �
�����;���
� �
�����
��

���
θ→�,π

��� θ
∂G

∂θ
G 9,

∫ π

�

��� θG�dθ G �, ���
α→�,π

���� α
∂F

∂α
G 9,

∫ π

�

���� αF �dα G �.

������������
  
��� ���� ��� ��8�������� 
�����
�� �� C<�
 ���% ��� �-9% ��� ����!��@
���

(��� ������������ ���������� ���� �����������
�� Gl ��� Fl �
�� ���� 
���
�
���� ���!
����

A�� λl�αKR% ��� Gl�θKα,R% �� ��� �
����
�� 
� ��
���� ���%
 	���� ������������

�6�����
� ��2% ���
 ��� /�������!/��; ������
��� �
� � ��
���� �1%� ��� ��� �����<����
������;���
� �� ��� ��� �
��
���� ������ 
� �
����� 
������� ���
�� 
���� �<����
�� �
�
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�������� ��� ����
�� �����������
�� ϕ�i��αKR%� �ϕ�i�%T G �ϕ
�i�
� , ϕ

�i�
� , · · · , ϕ�i�lmax

% ���

����������� Ei�R%

−R d

dα
D
d

dα
ϕH

R	

5
ZϕH

R
*
���� αHϕH

R
*
���� αQ

dϕ

dα
H

H
R
*

d ���� αQϕ

dα
G

R	

-
E�R%Dϕ,

�--%

���� �
������ �
�����
�� ���
α→�,π

���� α
∂ϕ

∂α
G 9
 7��� D, Z, H � ��� Q ��� +���� lmax ×

lmax ��������� �������� 
� ����� ��� ����� �� ������
��

Zll G ���
� αλl�αKR%, Dll G

���� α

*
, Zll′ G 9, Dll′ G 9 l �G l′,

H ll′ G

∫ π

�

��� θ
∂Gl
∂α

∂Gl′

∂α
dθ,

Qll′ G −Ql′l G −
∫ π

�

��� θGl
∂Gl′

∂α
dθ, l, l′ G �, -, . . . , lmax.

�-&%

A�� λl�θKR% ��� Fl�θKα,R% �� ��� �
����
�� 
� ��
���� �-9%
 �
��
���� ��� ����
��
������ �� ��
�� �� 
����� ��� ����
�� �����������
��

ϕ�i��θKR%, �ϕ�i�%T G �ϕ
�i�
� , ϕ

�i�
� , · · · , ϕ�i�lmax

%

��� ����������� Ei�R% �� ��� �
����
�� 
� ������

−R d

dθ
D
d

dθ
ϕH

R	

5
ZϕH

R
*
��� θHϕH

R
*
��� θQ

dϕ

dθ
H

R
*

d ��� θQϕ

dθ
G

R	

-
E�R%Dϕ, �-*%

���� �
������ �
�����
�� ���
θ→�,π

��� θ
∂ϕ

∂θ
G 9
 )������� D, Z, H � ��� Q ��� ��+��� ��

Zll G ��� θλl�θKR%, Dll G
��� θ

*
, Zll′ G 9, Dll′ G 9, l �G l′,

H ll′ G
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