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,� ������� ��� ������� ��������!��8����!������� ������I ���� u G u�x% ����
���� ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Lu ≡ −∇ · �D∇u H )u% H γu G f �� T,

u G 9 � SD,

−D�∇uH )u% · � G g � SinN ,

D∇u · � G 9 � SoutN .

��
�%

7��� T �� � ������ ������� ����� �� Rd� d G -, &� D G D�x% �� d × d ����������
������ ��� �������� ������� ��+���� �����6 �� T� )t G �b��x%, . . . , bd�x%% �� � �����
����� �������� � �� ��� ���� ���� ����� ����� � ∂T� ��� f �� � ����� ����� �������

,� ���� ��� ���� ��� ������ ∇u �� ��� �������� � � ������ ������� u ��� ∇·) �� ���
���������� � � ����� ������� ) �� Rd
 (�� ������� � T� ∂T� �� ����� ��� #���������
SD� ���  ������� SN � �����
 �������� ���  ������ ������� �� ������� ��� ��
�����I SN G SinN ∪ SoutN � ����� SinN G {x ∈ SN I ��x% · )�x% > 9} ��� SoutN G {x ∈ SN I
��x% ·)�x% ≤ 9}
 ,� ������ ���� SD ��� ������� ������� �������
 (�� ���� D�x% G εI�
����� I �� ��� �������� �����6 �� Rd ��� ε > 9 �� � ����� ���������� ��������� �
��� �������� ��� ��Æ���� ����� � ������� ���������� ��������� ��������!��8����
�������

B����� ��������;����� ���� ���� ��������� �����������
 �� �6������ γu ���� ��

�������� �� �������� ������� ���� γ�u% � ��� ������ ��������� L�6 )u ���� �� ��������
�� � �������� �������� L�6 )�u%
 �������� u ���� �� � ����� ������� ���������� ���
����������� � ������ ��������� � �������� �������� � ���� ��
�% �� � ������
� �<������ ������ ������ ��� ��������D������� ����
  � γ �� � �����6 ����

�&&� $���������� ���0��� �������������� 278�#7> -�%,�� -�%���
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����� ��� �������� �������� � ��� �������� ���������� � ��� ��������
 	�� �����
����� ���� ���� � ������������ ������� � �������� �������� �������� ���� �������
��������� ��8����


O�� ����� � ��������� ����� �� ������ ��
�% �� �������� �� ��� ���� ���� ��� ����
������ �� ��� �������� ���� � �������� ��� ��������� � � ������� ���������� ��
���� �����
 "� ��� �������� p�x% �� ��� �<����� �� ���� �� ������� ��� ���� �������
�� ������ � �������� ��8���� ������% ���� ��� �������� �������� ����� ��� �����
����� � L�
 (�� �������� � � ���������� �������� �� ��� ������ �� ��������� �� ���
���������!������� �<����� ��
�%� ����� u�x% ���������� ��� ���������� ������������
) G 9 G A∇p �� ��� #���� ������� ��� � � ����%� A �� ��� ������������ � ��� ����
������ γ �� ��� ��!����������D�������� ����� ��� D�x% �� ��� ��8����!���������
�����6 ����� ��

D�x% G kdI H kt))
t/|)|H kl�|)|I − ))t/|)|%. ��
-%

7��� kd� kt� ��� kl ��� ��Æ������ � ��8����� ���������� ���������� ��� �����������
����������� ������������ ���
 E5F%
 "� ���������� ���������� L�� kt > kl ����� �������
���� D�x% �� ������� ��+���� �����6� ��� ������� ���!���������
 (��� ������ �6������
��� ��Æ������� ��������� ���� ���� �����I ����� ������� ���� ��� ������ �����;��
��� � �������� ��� ������� ������� �������� �������������� ��� �������� �����6
�������� ���


	��� ��� ��+�������� � ��� �������� +���� �������� +���� ������ ��� +���� ���!
������� ����6������� ��� ��� � ���������� � ���� ��� ��������� ������ ����
�6������ ��!�������� ����������� ��� � ���������� � ��� ��������� ��������� �������
�� ���� ��������� ���� ���������� � ��� ������� ���
 	
	
 ��������� ��� �� � ���
+��� � �������� ��� ��Æ������� ���� ����� �� ��� ��������� ������ � ���� �������
 "�
��� ����� '9!��� 	
	
 ��������� ��������� ��� � ��� ������ �� ��!���������� �������
���� �������� �� � ��� ������ ��������� �� ��� ������� EEF4������ *F�*


"� ��� ���� *9 ����� ���� ������� ����6������ ������<��� ���� ���� �������� ��
��������������� �������� �� ���������� ��� ������������ ������ �� ������� �����
���� �������� �������� ���
 (���� ������<��� ������� ����� ��� ������ +���� ���!
�������� +���� ������ ��� +���� ������� ������ ��
�
 E-F� E'F� E�F� E�*F� E�1F� E�'F� E�2F�
��� E-�F%� ���������� ��8���� �������;���� � ��� +���� ������� ����� ��
�
 E�F� E&F� E*F�
E��F� ��� E�-F%� ��� ������� ��������� ������ ������� ��
�
 E1F ��� E�5F%
 �� ��� ����!
����� ��������� ��������� ������ ��� ���������� ������<��� �� ������ ��� ��������
��������!��8���� �<������� ���������� �������� �������� �������� �� ����� � ���
������� � /��� ������ ��� (����� E�&F


O� � �������� ����� ���� ��������!��8���� ������� ��6���� ���������
 (��� ��
� ��������� ������� � ��� ������ � ��� ��������� �������� ������ �� ����
 ������
���� �����+�� ��6���� ��������� �� ���� ������ �������� ������
 	��� ��� �������
������������ �������� ������ ������� ��� ���� ����� ������� ���� ��� ��Æ!
����� �����6 D�x% �� �������
 "� ��� ������ ���� E�1F� E�'F ��������� ��� ��� �!������
���� ���� � ������ ����� ������� � ����������� ������ �� ��� ������ ��
�% ����
D�x% �� � ���� �����6
 (���� ������� ��� ����� ���� �������� � ������ ������ ���
������ �� C	


(�� ���� � ���������� � ����� ������� �� ���������� ��������� ��������!
��8���� ������ ��� ���� � ��� ��� �� ����������� ��� >����� E��F� ����� ���
��������� ��� ���� � ���� ������� ������� �� ��������� ����������� ������ ��!
�����
 C6���������� +���� ������ �� � ������� ��������!��8���� ������ ���� ����!
��� �����6 D�x% � �� ��������� ���������� ���� ��� ������� ��� ������� �� E--F� E-*F�
��� ������������ ���� �� E-1F �� ����������� ������ ���������
 $���� ���� ��������
� ��� ����� ��� �������� ��� � ������� ������� ����� �������� �� ��� ���� ���� ����
��� ������ �� �����
 �������� �� E--F �� ��� ����� ���� ��� ������ �������� ����



-� (� .� M R (/0� M� 1� R*) 1 %/0

+��� ���� ������� ���� ��� ������ u ∈W �,p ��� ��� L�6 D�x%∇uH )�x%u ∈ �W �,p%d

�� p > d
  ��� ���� ����� ��� ���� ���� �������� � �������� � ��� ������ �
������ ��
�%

(�� ��� � ���� ��� �� � �������� �� �6���������� +���� +���� ������� ����6�!

����� � ��
�% � ������� ���������� ���������� �� ��������� ������� ��+���� ��������
D�x%� ��� �� ��������� �����!�������� )
 (�� ������ ������ �� � ��������;���� �
��� ��������;���� ������� �� E--F� E-*F �� ������� ���� ������� �������� D�x%
 "���!
���� ��� �� ��� ���������� ��� ��� �������� ����� ��� �6������ � � ������� ��� ����
������� �����!L�6 ����� ��� ����� ����  �����[� ����� �� ���������� +���� ��������

(��� ����� � ������� ��� �������� ��� ������ ��8������� � ��� �����6 ������ � ���
���� �������� ��� ��� �6���������� �������� ���� ������
 (��� ������������� �������
��� ���������� � ��� �����

(�� ������ ��� ������� ����������� ��������
 "� �� � +���� ������� ������ ���� �

�������� ���������� ��������� ���� ���� � ���+�� �������� ���%K �� ��� �� ���
�6�������� ��� �������� ������ ������<���� ���� �� �������� ��� L� ���������K �� ��� ��
������� � ���� ������� ������������ ���� �� ��� ������� ��������
 "� ���� �� ��Æ����
� �6���� ���� �� ���� ���������� ��� ������ ���� �� �����
  ������������ �� ���� ����
� +�� �������� ���� ������ ��� ������� � ��� +���� �������� �� � ������ ���������
���� D � ���� ��� ������ �� �����
 �������� �� ��Æ������� ����� ����!��;� � ���
+���� ������� �������� �� ���� �6������� ��� ���<������ � ��� ������ � ��� ��������
������ �� ����� � ����������� ������ � �����; E-9F

(�� ����� �� �����;�� �� �����
 "� ������ - �� �������� ��� ��������� �������

�� ����� ������� +���� ������� �������� ��� ��� �������� �����
 ������ & ������� ���
���� ������� � ��� �����
 "� ��������� &
� �� ������� ��� �������� ���� �� ���������
� �6���������� +����� +���� ������� ������
 	� �������� ������ ���� �� ��� ����
����� ����������� � ��� ���� L�6 ���� ���� �� ������� ��8�������� �<����� ���� ���
����
 "� ��������� &
- �� ������� ��� ������ ������ �� � ����<����� � ���� �������
�����������
 (�� ���� ������ ���� �� �������� �� A���� &
� ����� ������� ���������
� ��� �������� �������� ��� ��� �������
 �������� �� ��������� &
& �� ���� ��� ���������
� ��� ������ �� ��Æ������� ����� ����!��;� ��� ������ �� �������� �� ��� ���� �����
������� �������� � ��� ������


�� ���������

"� ���� ������� �� �������� ��� ��������� ������ ��� �������� ��� ����� ���������
� +���� ������� ��������� ��� +���� ������� ������

,� ����� �� Lp�K%� � ≤ p ≤ ∞ ��� ����� � p!���������� ����!������ �������� ���

K ⊂ T ����� ��� ����� ���+����� �� p G ∞%� �� �·, ·%K ��� || · ||K � �������������
��� ����� ������ ��� ��� ��� �� L��K%
 ������� | · |�,p,K ��� || · ||�,p,K � ������������
����� ��� ����!��� ��� ��� � ��� ����� ����� W �,p�K%
 �� p G - �� ���
H��K% IG W �,��K% ��� �� K G T ���� �� �������� ��� ����6 K � ���� �·, ·%� IG �·, ·%
��� ‖ · ‖� IG ‖ · ‖� ��� ‖ · ‖�,� IG ‖ · ‖�
 �������� �� ��� ��� 7������ �����

H�
D�T% G {v ∈ H��T% I v|�D G 9}.

,� �������� ��� �������� ��� a�·, ·% ��+��� � H�
D�T%×H�

D�T%I

a�u, v% IG �D∇uH )u,∇v% H �γu, v%−
∫
�out

N

) · � u v ds. �-
�%

(��� ��
�% ��� ��� ������� ���� ���I ���� u ∈ H�
D�T% ���� ����

a�u, v% G F �v% IG �f, v% H

∫
�in

N

gv ds �� ��� v ∈ H�
D�T%. �-
-%



 % 4]2/%4%1* M G*11*%5 '�34"4 -,

������� �� ��� ����� �� ������ ���� ��� ������� ���!��� ������� �� �����I ����� �� �
������� c� > 9� ���� ����

���
v∈H�

D���

a�w, v%

‖v‖�
≥ c�‖w‖�, ∀w ∈ H�

D�T%. �-
&%

,� ����� ��� ������ ���� ��� �������� ��� a�w, v% �� ������ � H�
D�T% ��� ��� ������

��� F �v% �� �������� �� H�
D�T%
 (��� ��� ���� ������ ��� ���<�� ������ ���


E�9F%


������� 	 ��Æ����� ������� �� �-
&% ��� ��������� � a�u, v% ��� F �v% ���� �� �6!
������ γ�x% H 9.1∇ · )�x% ≥ 9 �� ��� x ∈ T� ���������� � ��� ��Æ������ D�x%� )�x%�
��� γ�x% �� T

A�� Th �� � ������ � ���������� +���� ������� ������������� � T ���� ��� ����� �������

��� ������� ��� ����� �������� ���� EEF4������ -F2%
 �� ���������� � ��� �6������� ��
������ ���� ��� ������������ ����� T �6�����
 	�������� ���� ���� Th� ��� Vh ⊂ H�

D�T%
�� ��� +���� ������� ����� � �����!���� ������ ��������
 ?� vI ∈ Vh �� ����� ���
�������� +���� ������� A������� ���������� ����� ������� ��� ������ � v ∈ C� �� ���
�����6�� �� ��� �������� Th

>���� T ∈ Th� �� �������� ��� ������� ������
 ?� qj � j G �, . . . , * �� ����� ���

�������� � T � C �� ��� ���� ��������� �� �������� qi ��� qj � δ�φ G φ�qi% − φ�qj% ��
��� �������� ������� φ � C� ��� τ� G δ� x G qi − qj �� � ���������� ����� � C ���
������� �������%


��  !��������� ������� ����� ���

������� ���������������
���� �&
������

*�� � �%!�!�' !��� "������� � ������ �� ��� ������ L�6

J�u% G ∇uH β�x%u, β G D−�). �&
�%

,� ���� ������ ������� ���� J�u% ∈ EW �,p�T%Fd� p > n� D, D−� ∈ EW �,∞�T%Fd×d ���
) ∈ W �,∞�T%
 (���� ���������� � ��� ��Æ������ �������� ��� �� ����6�� � ���
�������!���� ��
�
 �� ���� T ∈ Th% ��� ��� ������������ ���� ���� ����� ��� ����
������� � ��� � ��� ���� ���� �� ��� ���� �������� � �� ����� �������!���� �� ����

(�� ����� ���� ����� �� ��� �� ��� ���������� � ��� �6���������� +���� ������ ��

� ����6����� ��� L�6 ����� J�u% ���� � ������� ����� +��� JT �u% � ���� �������
T � ��� �������� Th
 	���������� �� JT �u% �� � ������� � ���� ������6� ���� �� ���
�6���� �� ����� ���  �����[� ����� �� �����I

JT G
∑
E∈T

JT · τ� ϕ��x%.

7��� ϕ� ��� ���  �����[� ����� ��������� ����� �� ����� � ��� ����������� ���������
λi ��� ����� ��

ϕ� IG λi∇λj − λj∇λi, C G �qi, qj%.

(�� ��� ���� �� � ����� �� JT �u% · τ� �� ����� � u� �� ��� ����� C ��� ���� ���������
��� ����6������
 ( +�� ��� ������ � ��� ���������� L�6� �� ��� ��� ���� ������<��
�� �� E--F
 A�� u ∈ H�

� �T%∩C��MT%
 4������ �� ���� C ⊂ T 
 (����� ��� C�������� �����
������ ���� τ� �� �����

�∇u · τ�% H �β · τ�%u G �J�u% · τ�%.

	 ������ � ��������� �� ���� ������� ��8�������� �<����� ���� �����I

e−ψ�∂��e
ψ�u% G

�

|τ�|
�J�u% · τ�%, ����� ∂�ψ� G

�

|τ�|
�β · τ�% �&
-%
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��� ∂�v IG ∇v · τ�/|τ�| �� ��� ���������� ���������� ���� ��� ���� C
 	���� ����������
��� C �� ����� ����

δ��e
ψ�u% G

�

|τ�|

∫
�

eψ��J�u% · τ�%ds.

A�� H��β% �� ��� ������� ������� � e
ψ� ��� C ��+��� �� �����I

H��β% G

[
�

|τ�|

∫
�

eψ�ds

]−�
. �&
&%

(�� ������� ����6������ JT �� ���� ������� �� ����� ��� ���� ����� ������ J∗ ·
τ�
∫
�
eψ� ds G

∫
�
J · τ�eψ� ds� ��� ��� ��+����� ���� ��

JT �u% · τ� IG J∗ · τ� G H��β%δ��e
ψ�u%.

*�� �!�" ��� ( �)%��� ,� �� ���� ��� ��� ����������� ������ � ��+�� ��� ��������
����6������ � �-
-%
 ?���� � ��� ���� ������������� �� ����� ��+�� �� ����6�!
���� �������� ����
 (�� +��� �� �� ���� �� ��� ��������� � ��� �������� ������ ���
��� ����� �� ���� �� �� ������������ ���� ������ � ���� ��� ���� ��������

O� � +6�� ������� T ⊂ Th� �� +��� ��������

ah,T �uh, vh% G
∑
�⊂T

ωT� �D%H��β%δ��e
ψ�uh%δ�vh, �&
*%

�����

ωT� �D% G −
∫
T

D∇λi · ∇λj dx, C G �qi, qj%.

 ��� ���� ωT� �D% ���� ��� ������� ���8���� �����6 �� ��� ��8���� ���� � ��� ��8��������
�<������ −∇ · �D�x%∇u%

 �6�� �� ��� ��� �6������ ��� ���  �����[� ����� ��������� � ��+��

bh,T �uh, vh% G
∑
�⊂T

H��β%δ��e
ψ�uh%

∫
T

Dϕ� · ∇vh dx. �&
1%

(�� ����� �������� ��� �� ���� ������� �� ������� ��� ��� �������� � ��� �����!
������� ��� ���� ���� �&
*% ��� ������ ��� ����������� ��� ��� ������� SoutN � ��
�����I

ah�uh, vh% G
∑
T∈Th

ah,T �uh, vh% H

∫
�

γuhvhdx−
∑

E⊂�out
N

∫
E

) · �uhvhds. �&
'%

�������� ��� +���� ������� ����6������ � ��� ������ ��
�% ����� �� �����I ����
uh ∈ Vh ���� ����

ah�uh, vh% G F �vh%, �� ��� vh ∈ Vh. �&
2%

(�� ������� ����� �� ��� ���� �� ���� �� ��� �������� � ��� ���� ������


����' *��� ,�� %������ �������� ��� %�� ��� vh ∈ Vh4

�
 5% w ∈ C�T % ����

bh,T �wI , vh% G
∑
�⊂T

[
H��β%

|τ�|

∫
�

eψ�J�w% · τ�ds
]∫

T

Dϕ� · ∇vhK �&
5%

-
 5% JT �� � �������� ������ �� T ! ���� %�� ��� vh ∈ Vh∑
�⊂T

JT · τ�
∫
T

Dϕ� · ∇vh dx G
∑
�⊂T

ωT� �D%JT · τ�δ�vhK �&
�%



 % 4]2/%4%1* M G*11*%5 '�34"4 -�

&
 5% w ∈ C�T % ��� J�w% ∈ EW �,p�T %Fn! p > d! ���� ��� %������ ���0����� ����
%�� ����� vh ∈ Vh ��� T ∈ Th

|aT �w, vh%− ah,T �wI , vh%| ≤ Ch|J�w%|�,p,T ‖vh‖�,T . �&
�9%

�����

aT �w, vh% G

∫
T

�D∇w H )w% · ∇vh dx.


���%� (�� ��� � �
 ����� �������� ��� ��� ���������

(�� ��� � -
 ��� �� ��� �� �����I 4������ W IG JT · x �� x ∈ T ����� x ��

������� �� � �����%
 "� �� ����� ���� W �� ������ ��� ���� ∇W · τ� G JT · τ�
 	 ������
���������� ����� ��� ���� ���� ���  �����[� ��@�����

\NJT G
∑
�∈T

�JT · τ�%ϕ�

�����+�� ��� ������������ ������� \N∇W G ∇WI G ∇W� �������� ��� ��� � -

( ���� &
 �� ��� �&
5% ��� ����� ��� ��8������ �� ��� ������� ���

aT �w, vh%− ah,T �wI , vh% G E��J�w%, vh% H E��J�w%, vh% �&
��%

�����

E��J�w%, vh% G aT �w, vh%− bh,T �wI , vh%,

���

E��J�w%, vh% G bh,T �wI , vh%− ah,T �wI , vh%.

��� ��� �������� ��� ���� �
 �� ��� �6���� ��� ���� aT �w, vh%� ah,T �wI , vh% ���
bh,T �wI , vh% � ��� ����

E��J�w%, vh% G

∫
T

J�w% · ∇vhdx−

−
∑
�⊂T

[
H��β%

|τ�|

∫
�

eψ�J�w% · τ�ds
] ∫

T

DϕE · ∇vh dx
�&
�-%

���

E��J�w%, vh% G
∑
�⊂T

[
H��β%

|τ�|

∫
�

eψ�J�w% · τ�ds
] ∫

T

DϕE · ∇vh dx−

−
∑
�⊂T

ωT� �D%

[
H��β%

|τ�|

∫
�

eψ�J�w% · τ�ds
]
δ�vh.

�&
�&%

	 ������ � �������� ��� ��� �������� ��������� ������� T̂ �� ���� ��;�% � T I x G
BXxH b� ��� w�x% G Xw�Xx% ����� ��� ������� ������ �������� ����

aT �w, vh% G |detB|
∫
�T

�B−� XDĴ�w% · ∇Xvh% dXx

ah,T �w, vh% G
∑
��⊂ �T

ωT� �D%

[
H��β%

|τ��|

∫
��

eψ̂��Ĵ�w% · τ��%dXs
]
δ�Xvh

bT,h�w, vh% G |detB|
∑
��⊂ �T

[
H��β%

|τ��|

∫
��

eψ̂��Ĵ�w% · τ��%dXs
]
×

×
∫
�T

�B−� XD Xϕ�� · ∇Xvh% dXx.
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?� �� ���������� � ��� �������� � J�w%� ��� ����������� ���� ����������
XEi�Ĵ�w%, Xvh%� i G �, -� ��� �� ������������ ������I

XEi�Ĵ�w%, Xvh% ≤ Ci‖Ĵ�w%‖�,∞, �T ‖Xvh‖�, �T , �&
�*%

����� Ci ����� ������ � D� ��� � �� ������ � β
 ?� ��� ����� ���<������ ��
���� ����

‖Ĵ�w%‖�,∞, �T ≤ C‖Ĵ�w%‖�,p, �T , p > d.

,� ������ ���� ��� �&
5% ��� �&
�%� �� ����� ���� Ei�J�w%, vh% G 9 �� J�w% �� � �������
� T 
 ?� �������� ��� ?������!7������ A���� � T̂ � ��� ������� ���� � T �� �����
��� ������� ������I

|Ei�J�w%, vh%| ≤ Ch|J�w%|�,p,T |vh|�,T , i G �, -. �&
�1%

*�* ��%9')!%!�� �# �$� +!�" ��� ( �)%�� '�+ �  � ���!�'��� "� ���� ���������
�� ����� �� ������ ������� � ��� ���������� � ��� ������ ��� ���� � ������ �������
� ��� ���� ����
 (�� +��� ������� ��� ��� � ����� ����� �������������� ��� ���
��+������ �� ������� � ��� ��������� � ��� ������ ��
�
 �������� ��6���� ���������%

(��� ������ � � ������� � ��� ������� � ��� ���� ��������� ���� ��� �����6 D


����' *��� ,�� ���+���� �����$ ������������� �� ��� ������� %��� �(�6� �� �� M �
�����$ %�� ��� ���������� %������� β �% ��� ��� �% ��� %������ ���0����� ���� %�� �
����� E �� ��� ������������ ∑

T⊃�
ωT� ≥ 9 �&
�'%

O�� ��� ����� �� ������ ���� �� D �� � ������� �����6 ��� d G - ��� �������
���������% ���� �� �<�������� � ��� ��������� ���� ��� ������������ �� #������� �� ���
������ ��������� �� D
  ������ ������� � C�������� ����� ������ ) ·� � ��� ������
) ��� � �� Rd �� ���� � ��� ��� ����� ������ D) · � ������� ���� D �� � ���������
��� ������� ��+���� �����6%
 "� ���� ���� ��� ����� ���8���� �����6 � ��� +���� �������
������ �� ���������� ��� �������� ��� ������ �&
2% ��� ���<�� ������

 �6� ������ �� ���� ���������� � ��� �������� ������ �� ��Æ������� ����� ���������!

����� ���� ��;� h
 A�� �� +��� ������� �� ��6������ �������� ������ ���� a�·, ·% �� �����
� ah�·, ·% �� �&
2%
 (�� ������ ������ �� �������� ��� � ��������� ���� �� ������%
�������� � ���� ���� ����� �� ���� ��� �������� ���� �� �� ���� ���� ���� ���
��8���� ���� ��� ������ ���������� h ���� ���� ��� ��8���� ���� ��������� ��� ���
������ ������ �������
 ��� ��� �������� ������������ ��� � ������ ���������
��� �� ���� �� �����; E-9F � ]� E-&F


����' *�*� 1�� ��Æ������ ��� h ��� %������ ��%���� ��������� ����

���
vh∈Vh

ah�wh, vh%

‖vh‖�,�
≥ c�‖wh‖�,� ∀wh ∈ Vh �&
�2%

���� � �������� c� > 9 ����������� �% �������7� h�


���%� 	� �� ���� ������ ��� ���� ��� ������� �������� ��� a�·, ·% �� ���� �� �&
2%�
��� �������� ������ �� ���<���� ������� ��� ��Æ������� ����� h%
 7����� ����� �6���� �
������� c� ���� ����

���
vh∈Vh

a�wh, vh%

‖vh‖�,�
≥ c�‖wh‖�,�, ∀wh ∈ Vh. �&
�5%

A�� vh, wh ∈ Vh
 (��� �������

ah�wh, vh% G a�wh, vh% H Eah�wh, vh%− a�wh, vh%F .
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(�� +��� ���� �� ��������� ����� ��� ������� �&
�5%
 ( �������� ��� ����� ���� ��
��� �&
�9% ��� ����� &
�� ��� �� ��� ��� T ��� ����� ��� ������; ���<������ � �����
����

|a�wh, vh%− ah�wh, vh%| ≤ Ch

{∑
T∈Th

|J�wh%|��,p,T

}�/�

‖vh‖�,�.

O�������� ���� |wh|�,T G 9 �� ��� wh ∈ Vh� T ∈ Th �� ���

|J�wh%|�,p,T ≤ C‖β‖�,∞,T ‖wh‖�,T .

������� ��� ��� ��� �������� � ��� �������� �� ����

|a�wh, vh%− ah�wh, vh%| ≤ C h ��6
T∈Th

‖β‖�,∞,T‖wh‖�,�‖vh‖�,�, �&
��%

��� �� h ����������

h ≤ h� ≡ C

[
��6
T∈Th

‖β‖�,∞,T

]−�
��� �������� ������ ��� � ���<�� ������

	� � ����<����� � A���� &
�� A���� &
& �� ��� ��� ������� ���������� ������


�$�� �� *�0�  �� u �� ��� ������� �% ��� ������ ������ 3����� ���� %�� � T ∈ Th!
D ∈

(
W �,∞�T %

)d×d
! β ∈ EW �,∞�T %Fd! u ∈W �,p�T %! γ ∈ C�T %! ��� J�u% ≡ ∇uHβ�x%u ∈(

W �,p�T %
)d
! p > d� ,��� %�� ��Æ������ ��� h! ��� %������ �������� ����4

‖uI − uh‖�,� ≤ Ch

{∑
T∈Th

|J�u%|��,p,T H
∑
T∈Th

|u|��,p,T

}�/�

�&
-9%

������� (���� ��� ��� ���� ������������ �� �6�������� ��� L�6 J�u%
 �� �6������
������� � ��� L�6 �&
�% �� ��� �����

D�x%∇u H )u G D�x%α�x%−�
(
α�x%∇�u% H α�x%D−��x%)u%

)
IG D̃�x% �α�x%∇�u% H βu%% ,

�����
β G α�x%D−��x%), D̃�x% G D�x%α�x%−�

���� α�x% � �������� ������� ������� �� � ������� ������� �����6%
 (��� ��+��

J�u% G α�x%∇�u% H βu.

�� ���� � ����� � J�u% ��� ��������� ��� ��� �������� � �� �6���������� +�����
������ ��� ����������� ��� ���� ���� ��� ������� �������� �� ��� ������� ��������
���� � ��+�� ��� �������� ������

�� �6������ �� ��� ����

α�x% G �λmin�D�x%% H λmax�D�x%%/-,

����� λmin�D�x%% ��� λmax�D�x%% ��� ��� ������� ��� ��6���� ����������� � D�x%


�� ���� ����� D̃−� G αD−� �� ������ ���������
 �� �6������ ������ ��
�%� ��
-%
���� ���� ���� �� kd G 9.999�� kt G -�� ��� kl G -.�� ���� �� E'F� ����� ��<���� ����
���+�����


������� 	� �� ���� ������ �� �� ��� ����������� �� ���� ����� D�x% ����� ��� ���
��
-%
 (��� ���������� ��� ������� ��@����� π) G ))t/|)|� ���� ��� ����� )�x%
�� ��� ������� D�x% �� ��� ���

D�x% G kdI H kt|)|π) H kl|)|�I − π)%.



-O (� .� M R (/0� M� 1� R*) 1 %/0

 � �� ������ +��� ���� D−�) G �kd H kt|)|%−�), �
�
 ��� ��������� � D−�) �� @��� �
������������� � ) �� � ������


(�.��	�������

(��� ����� �� ��������� � ��� 51!�� �������� � 	���������� 	��6����� 	���������
��������� � � ������ �� ��������� �������� ��� ����������� ����������� ��� ��!
��������� �������
 $���� ��� ����������� ���������� ��� .������ "�������� � 	������
)���������� �� ��� /������ 	������ � �������� ��� ��� #��������� � 4����������
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