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��� �+:"�!��� (�� ������ ����� �� ������� �
 �
�������� ������ ��� �
��������� �� E�F

� ��� ��
��� 
� ��� +���� ������� ����
� ��� ?���
�!>���
����0� ��
������
 "� E-F� ���
+���� ������� ������� �
� ��������!����� �<����
�� �
��� ��
� ��� <�������� ������
���

� �
��� ������ ������
 ���� ������� ��<���� �
����� ��� �<����
�� �
� ����
�� ������

� �
����
�� ������ 
� ��� ������ t G tn� n G 9, �, . . . 
� 
� ������� ������ n G n�, n� H
�, . . . , n�Hk
 ���� � ��� �
� ������������ ��� ��
���� ��<���� � ��� ������ 
� ����������

������
�� �
� ������������ ����� �������


$���� ��� +���� ������� ����
� 
� ��� ����� 
� ?���
�!>���
����!=���
�0� ��
������
�� E&F� ��� ����
� ��
!����� ��8������ ������� ��� �
��������� ����� ����
6����� 4�����
�������� ��
���� �
� ���
��!
���� �<����
��

DUuHAu G f�t%, u�9% G u�, Qu�9% G u�, 9 ≤ t ≤ T. ��%

7���� A,D ��� �
������ 
�����
�� ���������%� A∗ G A > 9� D∗ G D > 9� ������ ��

7������ ����� H K Uu G d�u
dt� � Qu G

du
dt 


O� ��� ��������
� 
� ������������������ 
� 
�����
�� A,D I AD G DA � �
���������
��
����� 
� ��� �
����
� 
� ��� ������ �-% �
 ��� ��Æ������� ��

�� �
����
� 
� ���
��
���� ��% �� ��
�� �� E&F
 "� ��� ���� ������ �� ������������
� ���
����� �� ��
�
����
����� 
� ����
������
� 
� ��� 
�����
� 
� ����� �����


"� ��� ������� �
��� ��� ��� ���������� ������ 
� ��� ������� 
� �
���� ��� ��6��
�������� 
����� �� �
��������� ��� ������������ �� �����
���� ��� ����� 
� E&F
 (��
�
��������� ��
����� �� ��
��� ��� �� ��
�
��� ���
����� 
� ������������ ���� �������
�� ��
�
���� ����
�� ��������
� 
� ������������������ 
� 
�����
�� A,D


�� 
���� :"�!�� �# �!;� ��"� �"$���� A�� �� ��+�� ��� ����������� �
����
� 
� ���
�<����
� ��% �� ��� ������
� u�t% ∈ C�E9, T F ����������� �
� ��� ����� �tn, tn��% ∈ E9, T F�
��� �������� E&F

tn��∫
tn

�−D Qu Qv HAuv%dtH D Quv|tn��tn
G

tn��∫
tn

f�t%v�t%dt, ∀v�t% ∈ C�E9, T F. �-%

29
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A�� ωτ G {tn, τ G tn�� − tn, n G 9, �, -, . . .} �� � ��� 
� �� �������� t ∈ E9, T F ��
�
���������� ����� �� �
������ ��� ���� ����
��%
 ,� ���� �� ����
6����� �
����
� 
� ���
��
���� ��% �� � �
�� 
� �����!�
��� 7�������� ������ E�FI

y�t% G ynϕn���t% H Qynϕn���t% H y
nϕn���t% H Qyn��ϕn���t%, �&%

�����I

yn G y�tn%, Qyn G
dy

dt
�tn%, ϕn���t% G -ξ

	 − &ξ� H �, ϕn���t% G &ξ
� H -ξ	,

ϕn���t% G τ�ξ	 − -ξ� H ξ%, ϕn���t% G τ�ξ	 − ξ�%, ξ G
t− tn
τ

.

?� ��������� ����
�� ��������� ������
�� v�t%� ������

v�t% G v��ξ% G p�v
���
� �ξ% H p�v

���
� �ξ%

v�t% G v��ξ% G s�v
���
� �ξ% H s�v

���
� �ξ%, ξ G

t− tn
τ

,

v
���
� �ξ% G �, v

���
� �ξ% G ξ� − ξ, v

���
� �ξ% G τ

(
ξ − �

-

)
,

v
���
� �ξ% G τ

(
ξ	 − &

-
ξ� H

�

-
ξ

)
,

����� ���������� p�, p�, s�, s� ��� ��+��� �� �
�������
�I

p� G '− '9γ, p� G &9− &'9γ, s� G �59β − *9α, s� G �'59β − -59α,

�� ����� ��� ��� �
��
���� ����
� ��8������ ������⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(
D − γτ�A

) XQy − Qy

τ
H A

Xy H y

-
G ϕ�,

(
D − ατ�A

) Xy − y

τ
−
(
D − βτ�A

) XQy H Qy

-
G ϕ�.

�*%

7����

ϕ� G
�

τ

tn��∫
tn

f�t%v��
t− tn
τ

%dt G

�∫
�

f�tn H τξ%v��ξ%dξ,

ϕ� G
�

τ

tn��∫
tn

f�t%v��
t− tn
τ

%dt G

�∫
�

f�tn H τξ%v��ξ%dξ,

y� G u�, Qy� G u�.

"� ��� +��� �<����
� 
� ������ �*%� γ �� �� ��������� ���������� �� �������� ��
� E&F� �����
γ G �

�� 

A�� �� ��

�� ���������� α, β, γ �
� ����
�� 
� �������� ��� ���������� 
� ������

������������
� ���
�����

,� ������� �
� ����������� ��� �����������
� 
� ��� ������ ��������� ���� A,D ���

�������� ��� ��� �<����
� ��% �� � ���
��!
���� �
�
����
�� f�t% ≡ 9 
������� ��8��!
������ �<����
� ����� �<����
�% ����� ��� �� �6��� �
����
�I

u�t% G a� �
�λtH a� ���λt, λ G

√
A

D
. �1%

4
������� a�, a� ��� ���������� �� ����� �
�����
��

,� ���� ���� ��� �
����
� 
� ��8������ �<����
�� �*% �ϕ� G ϕ� ≡ 9% �� ��� �
��

y G yn G Y qn, Qy G Qyn G QY qn, �'%
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���� ���������� Y ��� QY 
 ?� ������������ �'% �
 �*%� �� ����� ��� � �
�
����
�� ������

���� ������� �
 Y ��� QY � �
� ����� ��� �
�����
� 
� ��� 
��������� 
� �
�������� �
����
��
���� ����������� �� �<��� �
 ;��
% �� ����� ��I(

�− αz�
) (
�− γz�

)
�q − �%� H z�

*

(
�− βz�

)
�q H �%

�
G 9, z G τλ.

(�� ���� �<����
� ���
�� �
 ��+�� ��� ������ ��������
� �
���� qI

q�,� G

(
�− βz�

) (
�− γz�

)
− z�

�

(
�− αz�

)
±
√
d

��− βz�% ��− γz�% H z�

� ��− αz�%
, �2%

����� d G −z�
(
�− αz�

) (
�− βz�

) (
�− γz�

)



(�� �
�����
� 
� ������ ��������� �*% �� ����� �� E&F(
D − ατ�A

) (
D − βτ�A

) (
D − γτ�A

)
≥ 9.

�
� ���������� ����� �� �� ��Æ����� ����

τ� ≤ D

mA
, m G ��6 {α, β, γ} > 9. �5%

	� ����� d ≤ 9 ��� |q| G �� �
 ���� �� ��� ������� q ��I

q�,� G �
�ϕ± i ���ϕ. ��%

?� �
������� �2% ��� ��%� �� ����� ��� �� �<����
� �
 ��+�� ϕI

�
�ϕ G �−
z�

�

(
�− αz�

)
��− αz�% ��− γz�% H z�

� ��− βz�%
.

��
� �����

ϕ G -������

[
z

-

√
��− αz�%

��− αz�% ��− γz�% H z�

� ��− βz�%

]
.

��
� �'%� ��%� �� ���� +��I

y G yn G b� �
�
ϕ

τ
tn H b� ���

ϕ

τ
tn. ��9%

(�� ���������
� 
� ��� �6��� ��� ����
6����� �
����
�� �� ������������� �� ����� ϑ G ϕ
τλ

���� �1% ��� ��9%%
 (�� ��
��� �� ϑ �
 �� ��� �
�� �������� ��� ����
6����� �
����
� ��

A�� �� �6���� ϑ �� �
���� 
� z�I

ϑ G � H r�z
� H r�z

� HO�z�%, ���%

r� G
�

-

(
αH γ − β − �

'

)
,

r� G
�

�-

(
β − 'αγ H �

*9

)
H

(
β H γ − α− �

'

)
Mr�.

?� ���������� |r�| ��� |r�|� �� ��� ����
�� ��� <������ 
� ��� ����
6����� �
����
�

,� ����� ������ ��
� ��� ������� �
�������� ���
� ���� ��� �
�����
� r� G 9 �� �
 ��
�����+��
 ��
� �����

αH γ G β H
�

'
��-%

	� ��� ���� ����� ϑ G � H r�λ
�τ� HO�τ�%� r� G

�
��

(
β − 'αγ H �

��

)



"� ���� ����� �� ��� ��� ���� ��� ����
��� ��
������
� ����� 
� ��� ��8��������
�<����
� ��� ��8������ ������� ����� �
 �� �������� 
� �
����!
���� ������ �� ���� τ 
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�
� 
�������� ��� ������� 
� ��6�� 
���� 
� �������� �� ����� ��<���� ���� �
�� ��-%
��� ��� �
��
���� �
�����
� ��� �����+��I

β − 'αγ H �

*9
G 9. ��&%

	� �
��� ��
��� ��� �����������
� 
� ��� ������ ��� ���� 
� ��� ��������
� 
� �����!
������������� 
� 
�����
�� A,D
 (��� �
�����
� �� �������
��
 (
 ��@��� ���� �
�����
��
�� ����� ����
���� w G D�/�y� Qw G D�/� Qy ������� 
� y� Qy� ����� D�/� �� � �<���� �

�

��
� � �
������ 
�����
� D
 A�� �� ���
 �
�� ����
(
D�/�

)∗
G D�/� > 9� ��� ����� �6����

�� ������� 
�����
� D−�/� G
(
D−�/�)∗ > 9


	���� ������ 
���
�� ������
�����
��� ��
� ��� ������ �*%� �� ����� ��� ��� ������⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
PDγ

XQw − Qw

τ
H PA

Xw H w

-
G Pϕ�,

PDα
Xw − w

τ
− PDβ

XQw H Qw

-
G Pϕ�,

��*%

����� Pϕ� G D−�/�ϕ�� Pϕ� G D−�/�ϕ�� PDω G PD − ωτ� PA� PD G E� PA G D−�/�AD−�/�
 "�
�� 
���
�� ���� PD G PD∗ > 9� PA G PA∗ > 9 ��� PD PA G PA PD


�� �%<� !�$� �# �"$��� ��(%�����'�!��� �
� ������������ ��� ������ ��*%� �� ��

��������� �
 �
��� � ������ 
� ��
 �<����
�� �
� ����
��� Xw� XQw⎧⎪⎨⎪⎩
PDγ
XQw H

τ

-
PA Xw G PW� ≡ PDγ Qw − τ

-
PAw H τ Pϕ�,

−τ
-
PDXQw H PDα Xw G PW� ≡ −τ

-
PDβ Qw H PDαw H τ Pϕ�.

,� ����� +�� �� 4�����0� �
����� ��
��������� PD PA G PA PD%I

XQw G PR−� PR�, Xw G PR−� PR�, ��1%

�����I
PR G PD� H

(
αH γ − �

*

)
τ� PA PD H

(
αγ − β

*

)
τ� PA�,

PR� G PDα
PW� −

τ

-
PAPW�, PR� G PDγ

PW� −
τ

-
PDβ
PW�.

��'%

A�� �� ����
���� �� 
�����
� PRI
PR G PDω�

PDω� ,

����� ω�, ω� ��� �

�� 
� � <�������� �<����
�

ω� H

(
αH γ − �

*

)
ω H

(
αγ − β

*

)
G 9. ��2%

4
���� ���� �� ��1% �
 
�� ��������� y G D−�/�w� Qy G D−�/� Qw� �� ������ ����� ������
������
�����
��� 
����� �
������ �
� ������ ������������
� �*%I

RXQy G R�, RXy G R�,

�����I
R G D�/� PRD�/� G D�/� PDω�

PDω�D
�/� G

G D�/�
(
E − τ�ω�D

−�/�AD−�/�
)
×

×
(
E − τ�ω�D

−�/�AD−�/�
)
D�/� G Dω�D

−�Dω� ,

R� G D�/� PR� G DαD
−�W� −

τ

-
AD−�W�,
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R� G D�/� PR� G DγD
−�W� −

τ

-
DβD

−�W�,

W� G Dγ Qy −
τ

-
Ay H τϕ�, W� G −τ

-
Dβ Qy HDαy H τϕ�.

O� ��� ��
��� 
� ��� ���� �
������� ��� ���������
� ���
����� ������� �� �
��
��I
�� �
��� �<����
�� DMW� G W� ��� DMW� G W�K
��������� R� G Dα

MW� − τ
�A
MW�� R� G Dγ

MW� − τ
�Dβ

MW�K
�
��� �<����
�� Dω�x� G R� ��� Dω�x� G R�K
���� �� ����� �� ��������� �
����
�� 
� � ��� ����� �� �
����� ��� �<����
��

Dω�
XQy G Dx�, Dω� Xy G Dx�.

(�� ������ ������������
� ���
����� �
��� �� �
�� ��
�
��� �� ω� G 9K ���� �����
����� �� ��� �
��
���� �
�����
� �� �����+��I

αγ G
β

*
. ��5%

7���� ω� G αH γ − �
� 
 "� ���� ����� �� �� ��������� :�
 ������: ��
 
�����
�� D ��� Dω�


���

(�� ��������� �
 ����
���� ��� 
�����
� PR ����� �� �
���<������ ��� 
�����
� R% ��

�
������� �
 ��� �
��
���� ����
 �
� ��� O#C ������� ��% �������� ��
� ��� ����
6�!
����
� 
� ������
��� �<����
�� �� ��� ��� ����
� 
� +���� ������� ����
� �� �������
���������� ��� �����6 �
�����
����� �
 A �� �
�����
��� �

��� ��� +���� �����
 (��
�����6 �
�����
����� �
 ��� 
�����
� R ���� ���� � ������� ������ 
� �
�;��
 ��������
��� ��� �
�����
������ �� �
������� ����� ���� 
� ����
�� D� Dω� � Dω� �� ������������
�
R �
 �� :��������: ��� ��� ���� ��������� ��� ��
������� �� 
�����
�� D� A �


A�� �� �
������ �6������ 
� ������� ����� ������� ��<��������� 
� �������� ��-%� ��&%

��� 
� ��
�
�� ��5%

" (�� ������ ���� ���������� γ G �

�� � α G �
�� � β G �

�� ���� E&F% ��� ��� ��������

���� * ���� �
�����
� ��-% �� ���%
 (�� ������������ 
� ��� <�������� �<����
� ��2%
�� �������� ���� ������
��� ��� ������������
� 
� ���� ������ �� ��� +��� 
� ����
������� �� ��� �����+�� ���
����� �� ���
������ ��� �� ����
����� ���� ���� ������
��� �� ����������� �� ��������� ��� 
�����
� R 
� ���� ���� ����%
 (�� �
�����
�

� ������ ��������� τ� ≤ ��

λ� 


"" ?� ��

���� γ G �
�� ��� ���������� ��-% ��� ��5%� �� ����� 
����� 
� 
���� * ����

β G �
�� � α G

�
� � ���� �
�������� ���� 
�� 
� ������� �� E&F
 /

�� 
� ��� �<����
� ��2%I

ω� G − �
�� � ω� G 9
 (�� �
�����
� 
� ������ ��������� τ

� ≤ �
λ� 


""" A�� �� ����
���� � ��� ������ 
� �
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