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(�� ������� ����� ���� ��� ��������� � ��8������ ������� �� ��!���������� ��������
�<�����

∂u

∂t
G
∂�u

∂x�
H f�x, t%, x ∈ �9, �%, t ∈ �9, T % ��%

���@��� � ������� �������

u�9, x% G ϕ�x%, x ∈ �9, �% �-%

�� ���� �� �������� �������� �������� � ���� �������!����� ��������%

u�9, t% G

�∫
�

α�x%u�x, t%�xH μ��t%, t ∈ �9, T %, �&%

u��, t% G

�∫
�

β�x%u�x, t%�xH μ��t%, t ∈ �9, T %. �*%

(�� ��������� ������� ���� ��� � ����� ������ � ��� �����<���� ���������� � �����
� ��8�������� �<������ ���@��� � ��!���� �������� ���� ��� �������� E�F�E&F
 (��
����� ���� � �������� E*F�E�9F ������� ���� ��!���� ������ ��%��*% ����� ������ +����!
��8������ � +���� ������� ������<��
 �������������� ������������ ���������� � �����
������<��� ���� �� ����������� �������� ��� ���������� �� ���� �� ��������� �����������
� ��� ������ ����� ������������ �
�
 ��!��������� �����6 � ������ � ��8������
�<������
 (�� �������� ����� ���� E*F�E�F ���� ������� ���� ��� ��������� � ��8������
������� ���� ������� ���������� ������� � ��� J���������: � ��� ��Æ������ α�x%
��� β�x%
 (���� ���������� �� ��� ����� ��� ������ ������� � �<�������� � ���
������� ���<��������I

|α�x%| ≤ �, |β�x%| ≤ �. �1%

A�� 	���� ��� ������� /<6@:8�6<98�<#! �#7#B�!8= 6U�#�8�<� <�<!�=#! =�<:8�8�<� H<8�6@:8X676<=6
9=$6�6� 9�#B8!8�>� 68D6<;#!�6 �7�B!6��
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 � �������� ��� ��� ��� ������� E�9F ������ ������������� ���� ��8������ ������� ��!
������� ����� ��� ������������� ������� ��� � ���������� � �������� α�x% � β�x%
��� ������

	������ E��F ����� ���� ����������� ������ ���������� ������� � �1% ��Æ�� ��� �6��!

����� ��� ���<������ � ��� ������ � �������� ��8������ ������
  ������ ����������
� ������� ����� � ��� α�x% ��� β�x% ��� +������ � ��������� ���� �� ��� �������
��� ���� ��������� ����� �6������� ��� ���<������ � ��� ������

(��� ������� �6����� ��� ��������� � �������� ����� ���� ��8������ �������
 ,�

���� ��� ������� ��������� � ��� ��8������ ������ �� ������� ����� ��� ��������
α�x% ��� β�x% ������� ��������� ��8����� �������� ���� �1%
 (���� �������� �����
���� �6������ ��� ����������� � ��� �����6 � ��� ������ � ��8������ �<������
 ��
�6������ �� ��� ���� α�x% ��� β�x% ��� ������� ����� ��� ��������� ������� �� −∞ <
αH β < -� ������� � |α| ≤ �� |β| ≤ �� �������� �����+������ ��� ����� � ���������� �&%
��� �*% �������� ��������� � ��� ��8������ ������
 ������� ��������� �������� ������<��
�� ��8����� ��!���� �������� ���� �&%� �*% �� ���� �� E�-F� ��� ����� ���� �������
������� �������� �� ����������� � �����������

=������� �<������ ���@��� � ���� ��!���� �������� ���� �&%� �*% ���� �������!

����� �� � ������ � ������
 "� �� ���� ��������� ���������� ��� ����� � ������� ��
��! � ��!���������� �������� �<������ ���@��� � ��!���� ��������� ������� ���
����� ����� E�&F!E-�F
 )�� ������������ ������ ��� ����������� � ������� ����
� ��� ���� �� ��� +�� �� E'F� E�-F� ������� ������ ���� ��� ������� �� E�9F� E��F�
E--F

"����������� � ���� ��8�������� � ��8������ ���������� ������� ���� ��!���� ����!

����� ����� ��� �� ��� ���� � ��� ������<�� ��������� �� ���� �������� ���� � ����!��������
������ ���� �������� �� ������ ��������� ���� �� E�-F� E-9F� E-�F� E-&F�E-�F


�� )��������� ������

#�8�������� �<����� ��% �� ����6����� �� ��� ������� ������ � ��8������ �<��!
����I

uj��i − uji
τ

G σZuj��i H ��− σ%Zuji H ϕ
j
i , �'%

�����
i G �, N − �K j G 9,M − �K h G �/N K τ G T/M,

Zuji G
uji−� − -u

j
i H u

j
i��

h�

��� ϕji �� � ����� � ������� f�x, t% �� � ������� ����� ���� � ��� ���� �i, j%. ,�
����6����� ��!���� ��� ������� ������� �-%��*% �� ��� ������� ��8������ �<������I

σuj��� H ��− σ%uj� G σ�α, uj��% H ��− σ%�α, uj%H

Hσμj��� H ��− σ%μj�,
�2%

σuj��N H ��− σ%ujN G σ�β, uj��% H ��− σ%�β, uj%H

Hσμj��� H ��− σ%μj�, j G 9,M − �,
�5%

u�i G ϕi, i G 9, N. ��%

����� �� �����

�α, uj% G h
(α�uj� H αNujN

-
H

N−�∑
i��

αiu
j
i

)
,

�β, uj% G h
(β�uj� H βNujN

-
H
N−�∑
i��

βiu
j
i

)
.
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�� σ G � ��� ϕji G f j��i � ��8������ ������ �'%��5% ����� � �� �������� ���� ����6���!

��� ���� � O�h� H τ%
 �� σ G 9 ��� ϕji G f ji � ��� ��8������ ������ ������ �6������

���� ��� ���� ����6������ ����� �
�
 O�h� H τ%
 �� σ G �/- ��� ϕji G f
j��/�
i � ��

����� �������� 4����! ����� ������ ���� ����6������ ���� � O�h� H τ�%


�� ����� +6�� ����� � j, �� ��� ��8������ ������ �'%���% ��� ��� ������� �����6
���
 A�� �� ����� ���� ��� ������ �������� ������ ���� ���� σ G �%I

uj��i − uji
τ

G
uj��i−� − -uj��i H uj��i��

h�
H f j��i , i G �, N − �, ��9%

uj��� G �α, uj��% H μj��� , ���%

uj��N G �β, uj��% H μj��� . ��-%

( ��� ���� ������ ��� � ������� �����6 ���� ������� ���% ��� ��-% �� � ������ � ��

�<������ �� �� ������� uj��� ��� uj��N I⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
��− hα�

-
%uj��� − hαN

-
uj��N G h

N−�∑
i��

αiu
j��
i H μj��� ,

−hβ�
-
uj��� H ��− hβN

-
%uj��N G h

N−�∑
i��

αiu
j��
i H μj��� .

(��� ������ ��� � ������ ������� ���� ��� ������� uj��� ��� uj��N ��� �� �6�������

�������� �� ����� � ��� ���� ��������� uj��i , i G �, N − � ������� ��� ����������� � ���
������ �� �� � ;��I

D G

∣∣∣∣∣∣∣
�− hα�

-
−hαN

-

−hβ�
-

�− hβN
-

∣∣∣∣∣∣∣ G �−
h

-
�α� H βN % H

h�

*
�α�βN − αNβ�% �G 9. ��&%

,��� ������ ��� ������� �� �����I

uj��� G

N−�∑
i��

aiu
j��
i H Mμj��� , ��*%

uj��N G
N−�∑
i��

biu
j��
i H Mμj��� , ��1%

�����

ai G
�

D

(
hαi −

h�βN
-

αi H
h�αN
-

βi

)
,

bi G
�

D

(
hβi −

h�α�
-

βi H
h�β�
-

αi

)
,

Mμj��� G
μj���

D
��− hβN

-
% H

μj���

D

hαN
-

,

Mμj��� G
μj���

D
��− hα�

-
% H

μj���

D

hβ�
-
.
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=������ �6�������� �� uj��� ��� uj��N ��� ������ ��9% �� i G � ��� i G N − �, ��
����� ��� ������� ��� � ��� ������I⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

uj��� − uj�
τ

G

N−�∑
i��

aiu
j��
i − -uj��� H uj���

h�
H f j��� H

Mμj���

h�
,

uj��� − uj�
τ

G
uj��i−� − -uj��i H uj��i��

h�
H f ji , i G -, N − -,

uj��N−� − uj��N−�
τ

G

uj��N−� − -u
j��
N−� H

N−�∑
i��

biu
j��
i

h�
H f j��N−� H

Mμj���

h�
.

��'%

#�+�� �<���� �����6 A � ���� N − � I

A G
�

h�

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

-− a� −�− a� −a	 . . . . . . −aN−�
−� - −�

−� - −�


















−� - −�

−b� −b� . . . −bN−	 −�− bN−� -− bN−�

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. ��2%

�������� ������ ��'% �� ��� +6�� j G 9,M − � ������ ��� ���

�E H τA%uj�� G uj H τf j��K ��5%

����� E �� �������� �����6� uj�� G �uj��� , uj��� , . . . , uj��N−�%
′, f j�� �� � ����� � ����

N − �, ���� �������� ��� ����������� �����!���� ����� � ������ ��'%

,� ���� ���� ������ ��9%���-% ��� �� ������� �� � �����6 ��� �� � ������ � ����

N H� �� ����� ��� ����������� ��������������
 7��� ��� ������ �� ������� �� � ������
� ���� N −�
 A���� � ���� ����� ��� ������ � ���� ���
 )������ ������ ��9%���-%
��� �� ������ ��� ��� ��� ��� ��5% ������� ���<������ ��&% ����
 "� ���� α ��� β ���
�������� �� ��������� � �������� x, ���<������ ��&% ����� ������ ������ ���I

h �G -

αH β
. ���%

����' �� 9�������� ������ %�� �����$ A

Au G λu �-9%

��� �� ������� �� �� ��������� ������ �% ������� ��+������ ������4

ui−� − -ui H ui��
h�

H λui G 9, i G �, N − �, �-�%

u� G h
(α�u� H αNuN

-
H
N−�∑
i��

αiui

)
, �--%

uN G h
(β�u� H βNuN

-
H
N−�∑
i��

βiui

)
. �-&%


���%� )����6 �<����� �-9% �� ������� �������� ��� �-�%��-&% �������� ��� ���� ��!
������ �� �� ��� ������� �� ������ ��9%���-% ���� ������� �� ��� ��� �<�������� ���
��5%
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 �6�� ������� � �������� ������ �'%���%� ������� �6������ ������ �σ G 9%I

uj��i − uji
τ

G
uji−� − -u

j
i H u

j
i��

h�
H f ji , i G �, N − �, �-*%

uj� G �α, u
j% H μj�, �-1%

ujN G �β, u
j% H μj�, �-'%

���@��� � ������� ������� u�i G ϕi, i G 9, N. 	�������� � ��� �������� ������� �� ���
���� ������ � ��8������ �<������ ��� ��� �����6 ���

uj�� G �E − τA%uj H τf j , �-2%

����� A �� ��� ���� �����6 ��+��� �� ��2%
 	� ������ ���� j G 9,M − �, u� G ϕ.

A�� �� �6���� ��� ��������� �������� � ��8������ ������� ��5% ��� �-2%
 ,� ������
���� �����6 A �� ��!���������


�� ��� ��� �� ����������� ����!

"� ���� � �6���� ��� ��������� � ��� ��8������ �������� ��+�� � ������� ����� ���
��� �����6 ��� �� � ������� ���
 A�� A �� � ������ ���������� �����6� �
�
 �� ��� N−�
�������� ����������� �����������
 #���� ��� ����������� �� v�, v�, . . . vN−�. )����6

H G �v�v� · · · vN−�%,

���� ��� ������ ����� ������ vi, �� ��!��������
 �� ��� �<���� �����6 B � ����
N − �, �� ��+�� ��� ��� E&9FI

‖B‖∗ G ‖H−�BH‖� G ��6
�≤i≤N−�

N−�∑
j��

|Pbij |, �-5%

����� Pbij ��� ��� �������� � �����6 H
−�BH. (�� ��+����� � �����6 H ������� ����

H−�BH �� ������� �����6 ���� ��� ����������� � �����6 A �� ��� ���� �������
 (����

‖A‖∗ G ‖H−�BH‖� G ��6
�≤i≤N−�

|λi�A%| G ρ�A%. �-�%

����� ρ�A% �� � �������� ������ � �����6 A ����� ��� ��������� ���� ��� �����6 ���
||A||∗ �� ����� �� E&9FI

‖u‖∗ G ‖H−�u‖� G ��6
�≤i≤N−�

|Pui|, �&9%

����� Pui �� � ������� � ����� H
−�u.

"� E-*F� ��� || · ||∗ �� ���� � ���� ��� ������� � ��8������ �<������ ���� ��!
��������� �����6
 7��� �� ��� ���� ��� � ����������� ��������� � ��� ������� �
��8������ �<������ ��5% ��� �-2%
 ����� � ��� �� ������� ���� ���� ��� � ��+����
��� �����6 ��� ���������� ��� ��Æ������� �� ��������� �������� ������� ��� ��� ��!
������������ � ��� �����6
 (���� ��������� �������� � ��!��������� ��������� �� ��
���� � ��������� ��������� �� ������� � ���������� � ���������� � ����������� �
�����6 A. 7������ ��� ����� ��� ������ ��� ��������� ������� � ���������
����� ��� ������������� � ��� ��� �� �� � �������
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�� ��������� �� ���������� ������

,� ���� ����� � ��� ������� ��������� ��+����� � ��� ��8������ ������� E&�FI (��
��8������ ������ ��5% � �-2% �� ������� �� ��� ������� ���<������ ����I

‖uj��‖ ≤M�‖u�‖HM� ��6
�≤j≤M−�

‖f j‖ �&�%

����� M�,M�, ��� ��� �������� �� ��������� � h, τ, j.

�$�� �� ��  �� A �� � ����� ���������� �����$ ���� �������� ����������� ,��� ������
�% ��+������ �0������� �	-� �� ������������� ������


���%� C<������ ��5% �������I

‖uj��‖∗ ≤ ‖�E H τA%−�‖∗ · ‖u‖∗ H τ‖�E H τA%−�‖∗ · ‖f j��‖∗. �&-%

?������ ��� ����������� � �����6 A ��� ������� ��� τ > 9, ���� �� ��� ���������� �
�����6 E H τA ���<������ λ�E H τA% > � ����
 (��������

λ
(
�E H τA%−�

)
≤ q < �.

������������ ���� �������� ��� �&-% �� �����

‖uj��‖∗ ≤ q‖uj‖∗ H τq‖f j��‖∗ �&&%

�

‖uj��‖∗ ≤ qj��‖u�‖∗ H τ
j��∑
s��

qs‖f j��−s‖∗.

7����

‖uj��‖∗ ≤ ‖u�‖∗ H T ��6
�≤j≤N−�

‖f j‖∗. �&*%

(��� �������� ��� ���


�$�� �� ��  �� 3 �� � ����� ���������� �����$ ���� �������� ����������� 5%

ρ�A% ≤ c

h�
,

����� c �� �������� ��� ��������� �� τ �� h, ���� �$����� ��+������ ������ ��6� ��

����������� ����� %�� τ ≤ -h�

c
.


���%� ����� 9 < λi�A% ≤ c/h�� ����

|λi��E − τA%−�%| ≤ �, �� τ ≤ -h�

c
.

#����

��6
�≤i≤N−�

|λi��E − τA%−�%| G q� ≤ �.

"� ��� ���� ��� �� �� ��� ��� � ������ �� �� ����� ���<������ �&&%� ���� �������
q� ������� � q. (�������� �� ���� ���� ���<������ �&*% ����� �


(��� �������� ��� ���


( ���� � ����� ������������� ���� ������ ������� � ��� - ���� �� ��������� ��������
������� � ���������� |α| ≤ �, |β| ≤ �, ��� �� ������� ��� ���� ����� α ��� β ��� ���
��������
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�� (������� �� ������
 �� ����! A

A�� �� ����������� ��� ���������� ������ � �����6 A �� ���� ��� α G const� ���
β G const
 "� ��������� � ����� �� ��� ����������� � A ��� �� ���� ������ ���
���������� ������ �-�% ���� ��!���� �������� �--%��-&%
  ����� ���� ������ �-�%�
�-&% �� ������� α G const� ��� β G const �� � +����!��8������ ����6������ � ���
��8�������� ������

��u

�x�
H λu G 9, �&1%

u�9% G α

�∫
�

u�x%�x, �&'%

u��% G β

�∫
�

u�x%�x, �&2%

�$�� �� *� 1�� �������� α G const, ��� β G const, ��+������ ������ ��	� : ��(�
��� � ������ ��������� �% ��� ��� �% αH β G -.


���%� ( ����� ����� �� ���� ��������� �������� �� ��� �����6 � ��� ������ �-�%
���@��� � ���������� �--%� �-&% �������� � ������� ���������� λ G 9. ( ���� ��� ����������
λ G 9 ��� �<����� �-�% ��� ��� ��� ��� ������� ������ � ���� ��8������ �<�����I

ui G c�ihH c� �&5%

A�� �� +�� ��� ������ � �������� c� ��� c� ����� ���� ������ �&5% �����+�� ���
���������� �--% ��� �-&%
 ( � ����� �� ��� �&5% ��� �--% ��� �-&%I⎧⎨⎩ −α

-
c� H ��− α%c� G 9,

��− β

-
%c� H ��− β%c� G 9.

�� ���� ������ � ���� � ��!������� ������ �c�, c�%, �� �� ��������� ��� ��Æ����� ����
��� ���� ����������� �� ;��I

D G

∣∣∣∣∣∣
−α
-

�− α

�− β

-
�− β

∣∣∣∣∣∣ G 9
� αH β G -. (��� �������� ��� ���


�$�� �� 0� 5% α G const, β G const, αHβ > - ��� h <
-

αH β
, ���� ������ ��	�:��(�

��� ����� �������� ����������


���%� A�� λ < 9 �� �<����� �-�% ��� ���������� ���� ���� �<����� ��� � ��!�������
������ ���������� �������� �--% ��� �-&%
 =�� �<����� �-�% ��� ��� ���

ui−� − -��−
λh�

-
%ui H ui�� G 9. �&�%

�� λ < 9, ���<������ �− λh�

� > � ����
 #����

�− λh�

-
G ���ϕh. �*9%

(�� ������� ������ � �<����� �&�% ��� � ���

ui G c� · ��� iϕhH c� ���� iϕh. �*�%



OL "� ' 2 5/0 '

������������ ������ �*�% ��� �������� �--%� �-&% ��� ��������� ���������� ����!
����������� �� �����⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(
�− hα

-

����ϕ

���� ϕh�

)
c� −

hα

-

���ϕ− �
���� ϕh�

c� G 9,(
���ϕ− hβ

-

����ϕ

���� ϕh�

)
c� −

(
����ϕ− hβ

-

���ϕ− �
���� ϕh�

)
c� G 9,

�*-%

C<������ ����������� � ��� ������ � ;�� ��� ��������� � ������ � ���������� �����!
����� �� ���

����ϕ G
h�αH β%

-

���ϕ− �
���� ϕh�

�

����
ϕ

-

(
����

ϕ

-
− -

h�αH β%
����

ϕh

-

)
G 9. �*&%

C<������

����
ϕ

-
G 9

������� ϕ G 9. "� ��������� � �*9%� ���� ���������� � ��� ��������� � ��� ������
λ < 9. (��������

����
ϕ

-
− -

h�αH β%
����

ϕh

-
G 9. �**%

#����

f��ϕ% G ����
ϕ

-
, f��ϕ% G

-

h�αH β%
����

ϕh

-
. �*1%

A�� �� �6���� ��� �������� � ���� �������� ��� ��� �������� �9,∞%. �������� ���
�������� ��� ������ �� ��� �������� �9,∞% ����� f��ϕ% ��������� ��� 9 � � ���
f��ϕ% ��������� ��� 9 � -/h�αH β%. )������

f ′
��9% G

�

-
, f ′

��9% G
�

αH β
.

(�������� �� αH β ≤ -, ���� f��ϕ% < f��ϕ% � ��� ���� �������� ϕ ∈ �9,∞%. "� αH β ≥
-/h, ���� f��ϕ% > f��ϕ% � ��� ���� �������� ϕ ∈ �9,∞%.  �6�� �� - < α H β < -/h,
���� �������� f��ϕ% ��� f��ϕ%, ����� ������ ��������� �6����� ��� ��� ��� ����
�������� �9,∞%. 4���<������� ����� �6��� � �� ϕ∗ � �<����� �**% �� ��� ��� ��

- < αH β <
-

h
. �*'%

C��������� λ∗ ����������� � ��� �� ϕ∗ ��� �� ���������� ����� ������ �*9%I

�− λ∗h�

-
G ���ϕ∗h.

(��� �������� ��� ���


�$�� �� 1� 5% α G const! β G const ��� αH β < -! ���� � ���������� �% ��+������
������ ��	�:��(� ��� ��� ��� ��+������ 8�������! ���� �% ��� ���������� ������ ��
α ��� β! ���� �% ��� ���������� ������ �������� %�� ��� ���� �% α ��� β�


���%� ,� ���� ���� ������ ����� ��� ���� ������<�� �� �� ������ *
 �� λ > 9�
��Æ����� �� ui �� �<����� �&�% �� ���� ���� �
 A�� �� ������� ���������� ��� ����

|�− λh�

-
| < �.
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#����

�− λh�

-
G ��ϕh. �*2%

(��� ��8������ �<����� �&�% ��� � ������� ������ � � ���

ui G c� �� iϕhH c� ��� iϕh. �*5%

=�� ���� ������ ��� ��!���� �������� �--% ��� �-&%
 =�������� � ������ � ������!
���� �������������� �� �����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
�− hα

-

���ϕ

���
ϕh

-

)
c� − hα

����
ϕ

-

���
ϕh

-

c� G 9,

(
��α− hβ

-

���ϕ

���
ϕh

-

)
c� H

(
���ϕ− hβ

����
ϕ

-

����
ϕh

-

)
c� G 9.

�*�%

C<������ ��� ����������� � ��� ������ � ;��� �� ���

���ϕ− h�αH β%
���� ϕ�
��� ϕh�

G 9.

�

���
ϕ

-

(
��

ϕ

-
− h�αH β%

-

��� ϕ�
��� ϕh�

)
G 9. �19%

(��� �<����� ������ �� �<������I

���
ϕ

-
G 9 �1�%

���

��
ϕ

-
− h�αH β%

-

��� ϕ�
��� ϕh�

G 9. �1-%

(�� ��� � �<����� �1�% ��� �� ������ � α � βI

ϕk G -kπ, k G �, -, . . . ,
[N − �

-

]
, �1&%

����� [N − �
-

]
G

⎧⎨⎩
N − �
-

�� N − ��,
N − �
-

− � �� N − ����.

	� k > EN−�
� F� ��� ����������� ������� � �<����� �*2% ����� ���������
  �6�� ���

�<����� �1-% ��� ��� ���

���
ϕ

-
G

-

h�αH β%
���

ϕh

-
�1*%

#����

f��ϕ% G ���
ϕ

-
, f��ϕ% G

-

h�αH β%
���

ϕh

-

,� ������� �������� f��ϕ% ��� f��ϕ% ��� ��� ��� �������� E9, NπF, ����� ��� ���
������� �������� ���� ���� ����� ����� Nπ.
�� 9 < α H β < -� ������� f��ϕ% > 9 ��� ��� �������� �9, Nπ%
 (���� ������ �

�������� f��ϕ%, f��ϕ% ��������� ��� ��� ��� ���� ��������

�-kπ, �-k H �%π%, k G 9, �, . . . , N�,



O- "� ' 2 5/0 '

�����

N� G

⎧⎨⎩
N − -
-

�� N − ��,
N − &
-

�� N − ����.

�� α H β < 9 ������� f��ϕ% < 9 ��� ��� �������� �9, Nπ%. (��� ������ ������ � ���
�������� f��ϕ%, f��ϕ% ��������� ��� ��� ��� ���� ��������

��-k − �%π, -kπ%, k G �, -, . . . , N�,

�����

N� G

⎧⎨⎩
N − �
-

��N −−��,
N

-
�� N − ����.

�� αH β G 9 ��� ��� � �<����� �1*% ���� � ���

ϕk G �-k − �%π, k G �, -, . . . , N�,

4���<������� �� ��� ��� ����� ����� �9 < αH β < -, αH β < 9, αH β G 9% ��� ������ �
��� � �<������ �1*% ��� �1�% �� �<��� � N − �. �� ����� �� ϕk, ��� �����������
���������� λk �� ���������� �� �<����� �*2%


(��� �������� ��� ���


������� 	� ��� ��������� � ��� ��� � ������ 1 �� �� � �������� ���� |�−λh�/-| <
� � � ��� ������� ��������� �− λh�/- < �. (��� �� ����� � ��� ��� � N − � �������
�����������
 "� ��� �� ������� ��������� ���� �� ���� �−λh�/- ≤ −� ����� ��� � �������
����������� �� ��� � ���� ������ ��� ���� ��������� α H β ≥ - �� ������
 ��
�6������ �� � − λh�/- G −� ��� ������ N �� ����� ���� λ G h�/- �� �� ����������
������� αH β G -.

#� �
������ ���
���

,� ���������� �Æ������ � +������ �� ������� �� ���� ������� �� ���������� ��� �����!
���� ������� � ������ ��������� �� E1F
 =����� ��%��*% ��� ����� �� ���� � �������
��Æ������ α ��� β ��� ������� �6�������� ��

f�x, t% G −&9x� H 't�,

μ��t% G t� − α�t� H
�

2
%,

μ��t% G � H t
� − β�t� H

�

2
%.

(���� �������� ��� �������� �� ��� ��� ���� u�x, t% G x�Ht� �� � ������ � ������ ��%�
�*%
 	������� � ���������� |α| ≤ �, |β| ≤ �, ��� ������� ������ � α ��� β ����������
��� ���������� ��� �������� �� E1FI

α G 9.-K β G 9, *K

α G 9.*K β G 9, 'K

O�� ��� ���� � ������ � �� ���������� ��� ���������� �� ����� �� ����I α G �, *,
β G 9, *.
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(���� �

h α G 9.1 α G −1 α G −�& α G −&-
β G � β G 1 β G 1 β G −&-

9.� −9.-& · �9−� 9.5� · �9−� 9.*5 · �9−� 9.�5 · �9−�
−9.1& · �9−� −9.-* · �9−� −9.�- · �9−� −9.�* · �9−�

9.91 −9.1� · �9−� 9.-9 · �9−� 9.�- · �9−� 9.*' · �9−�
−9.�& · �9−� −9.1� · �9−� −9.&� · �9−� −9.-& · �9−�

9.9-1 −9.�1 · �9−� 9.1� · �9−� 9.&9 · �9−� 9.�- · �9−�
−9.&& · �9−� −9.�1 · �9−� −9.25 · �9−� −9.'9 · �9−	

9.9�-1 −9.*9 · �9−	 9.�* · �9−� 9.51 · �9−	 9.&& · �9−	
−9.5� · �9−	 −9.*� · �9−	 −9.-- · �9−	 −9.�2 · �9−	

4���������

h α G −&9 α G −&9 α G −�-9 α G −�999
β G 1 β G -9 β G 29 β G 199

9.� 9.*- · �9−� 9.�- · �9−� 9.52 · �9−� 9.2' · �9−�
−9.�9 · �9−� −9.�- · �9−� −9.�1 · �9−� −9.5� · �9−�

9.91 9.�9 · �9−� 9.-& · �9−� 9.-- · �9−� 9.�� · �9−�
−9.-' · �9−� −9.-� · �9−� −9.-* · �9−� −9.-- · �9−�

9.9-1 9.-' · �9−� 9.1� · �9−� 9.11 · �9−� 9.*2 · �9−�
−9.'1 · �9−	 −9.2* · �9−	 −9.'� · �9−	 −9.12 · �9−	

9.9�-1 9.2* · �9−	 9.�' · �9−� 9.�1 · �9−� 9.�& · �9−�
−9.�5 · �9−	 −9.-� · �9−	 −9.�2 · �9−	 −9.�' · �9−	

(���� -

h α G −&9 α G −&9 α G &- α G −&9 α G −�999
β G &� β G &�.� β G −&9 β G &-.1 β G �999

9.� 9.5' · �9� 9.-5 · �9� −9.&� · �9� 9.-* · �9� 9.�' · �9�
−9.&1 · �9−� −9.�' · �9−� −9.�- · �9� −9.'� · �9� −9.-* · �9−�

9.91 9.-� · �9� 9.2� · �9� −9.�' · �9� 9.1' · �9� 9.*9 · �9�
−9.55 · �9−� −9.-* · �9−� −9.&9 · �9−� −9.�' · �9� −9.'9 · �9−�

9.9-1 9.1* · �9−� 9.�5 · �9� −9.-* · �9� 9.�* · �9� 9.�9 · �9�
−9.-- · �9−� −9.'9 · �9−� −9.21 · �9−� −9.*� · �9−� −9.�1 · �9−�

9.9�-1 9.�1 · �9−� 9.*2 · �9−� −9.'* · �9−� 9.&' · �9� 9.-5 · �9�
−9.'� · �9−	 −9.�' · �9−� −9.-9 · �9−� −9.�9 · �9−� −9.*- · �9−	

	������� � ��� ��������� ������� −∞ < αH β < - �������� �� �� �������� ��� ���!
������� ������ ����� ����������� �� ������ ��� ���� ����� ��� � ������ � ����������
α ��� β ������� � ���� �� E1F
 (��� �� ������� ���� �� ����� �� ����� ���� ���� ���

�����
 C��� ����� �� ��+��� �� εji G u�xi, tj%−uji K ����� u�xi, tj% ��� ��� ������ � �6���
������ � ��8�������� ������� ��� uji ��� ��� ������ �� ��� ���� �xi, tj% � ��� ������
� ����������� ��8������ ������

�� ����� ����� � h ��� �� ���� ���� � ������ � α ��� β ����� � ���� ��� ������

���� �� �� �������������� �����I ��� ����� ����� εji �� ���������� �� x G 9, 9K t G �, 9
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��� ��� ���� ����� �� �� x G 9, 1K t G �, 9. "� ��� � ��� ����� ��� ���� τ ��� ����������
�������� � ��� ������ τ G h�.
(�� ������� �� ����� � ���� ���� ��� ��8������ ������ �� ������ �� ������ ����� �������

������ � α ��� β ������� ���<������ αH β < - ����

(���� - �� ����� �� ��� ���� ���
 (���� �� ��� ��� ��� ������� �� ��� ������� ������

� α � β ����� ���� ������� ���� � ���� ��� ��� � ����� ������� ���� � ����� ����
� ��� ��������� ���������� �
�
 α H β �� ���� � -
 (�� ������� ��� ��������� � ���
������� ��� ����������� ���� ��������� �����+������ �� αH β ���������
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h α G �9 α G -9 α G 19 α G �999

β G �9 β G -9 β G 19 β G �999

9.� 9.-- · �9−� 9.-� · �9−� 9.-9 · �9−� 9.�� · �9−�
−9.'� · �9−� −9.59 · �9−� −9.51 · �9−� −9.55 · �9−�

9.91 9.55 · �9−� 9.5- · �9−� 9.2� · �9−� 9.*5 · �9−�
−9.-5 · �9−� −9.&& · �9−� −9.&1 · �9−� −9.-- · �9−�

9.9-1 ∞ 9.&' · �9−� 9.&1 · �9−� 9.�- · �9−�
∞ −9.�* · �9−� −9.�1 · �9−� −9.1' · �9−	

9.9�-1 ∞ 9.�' · �9−� 9.�' · �9−� 9.&- · �9−�
∞ −9.'' · �9−� −9.22 · �9−� −9.�' · �9−	

9.9'-1 ∞ ∞ ∞ 9.-- · �9−	
∞ ∞ ∞ −9.�- · �9−	
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��� ������ � α ��� β �� ���������� ��� ��������� ���������� �
�
 αHβ > -, �� ��� �����
� h, ����� ����������� ����� ��� ���� h < �

α�β ���� (����� *%


	������� � ������ *� �� αHβ > - ��� h < �
α�β ����� �6���� �� �������� �����������

�������� ���<������ ρ
(
�E H τA%−�

)
< � ���@��� � ��� ����� � τ ��� ������ � ���

���<������ ρ
(
�E H τA%−�

)
> �. "� ���� h �� �� � ��Æ������� ������ �����6 A ��� �

�������� ����������� ��� ���<������ ρ
(
�E H τA%−�

)
< � ������� ����
 (���� �� h >

-/�αH β% ��� α H β > - ��������� ���������� ����� �������� ������ ��9% ! ��-% ���
�������� ���������
 ���� � ������ �� ������ :<����������:
 ��� ������� �� ����� � ����������
���� ����

"� �� ���� ��������� ���� ��8������ ������� � ������ ���� ��������� ���O�h�Hτ�%,
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�� ������ �Æ����� E1F
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 ��������� �������� ������<�� ��������� ��
���� ������� �� ����� � ���������� � ��������� � ��� ����������� � ��!���������
��8������ �����6
 ,� ��� ���� ���� ����� �� �Æ����� �� � ������� ����� � �������
���� ��!���� ��������
 "� ���� � ������� ��Æ������ α ��� β ������� �� ��!����
������� �� ������� ��� ��������� ��������� ����������� ������� � ���� ��������� ��
����������




/% 134 '1 E*M*1+ /G G*%*14@.*GG4(4%�4 '�34"4' O&

$���������� ���� ������<�� ��� �� ����������� ��� �� ��8����� ����� � ��!����
�������� ��� ��! � �����!���������� �������� �<������
 "� ���� � �������� ���
�������������� ��� �Æ������ � ��� ������<�� ���������� ��������� ������������ �
�������������� � ����� � ��� ��� || · ||∗ ����� �� �����������
 "� �� �� ����� ����
������� ��� ����� � ���� ��� �� ������� ��������� ����� <������������� ���� �������
������� � ��� ������� ������� �� ��������� ��8������ �������
 (�� �Æ������ � ���
��������� �������� ��������� �� ��8�������� �<������ ���� �������� ��Æ������ ���@��� �
��!���� �������� �� ����� �� ������ �


(�� ����� ��� �������� �� A��������� ����� ������� ��� ������� ��������


$�����������

�� �� (� �#<<�<� ��� �������� � ��� ���� �������� ���0��� �� ��� ������������ � ������� d�#7��
 ��!� "#�$� �� P�&-,Q� �� ��� @ �-��

�� M� *� )#�><8<� � �������� ����� ������� �� ��� ������ � ��� ���� ���������� 	��� ������������

�������� ���������� R$� 0>=$89!� "#�$� "#�$� 2$>9� 
�� P�&-LQ� �� ���- � ���L� P8< (�998#<Q

,�  � 0� E8�9#:T6�  �  � '#�#79F88� '� ���� �������� ��������&������ � ������ �������� ���������
.�F!�  F#:� %#�F '''( �	� P�&-&Q� �� N,& � NL�� P8< (�998#<Q

L� 5� 4F�!8<� -����� ��2������ ������� �� � �������� �������� ����� ������� �� ��� ���� ����


����� E*1 �� P�&&�Q� �� �L� � �-��

�� 5� G#87C6#�$67� �� �� M��6T@"#7=�9� "����#�� ������� �� � ���������� ��������� ������� 	���

�������� �������� �����������  :;#<=� ������� "#�$6��  P�&&-Q� �� �L, � �-��

-� +� M8�� ��������� �������� � ��� ���� �������� 	��� �������� �������� ����������� �� �������
 ��!� "#�$� ������ P�&&&Q� �� ��� � ��N�

N� �� 0� 2#��� ��������� ��������� � ��� ��������
��2����� ��������� 	��� �������� ��������

����������� �� �������  ��!� "#�$� �� P����Q� �� ��N � �L,�

O� R� R� '�<� � ����
����� ��2������ ������ �� � �������� ��������
����� ������� �� ��� ����

��������� �� ������� "6�$�:9  ��!� "#�$6�� ��
� P����Q� �� ,&O � L�L�

&� %� E�7�;>F$� ��������� �� ��� ��������� �������� � ��� ���� �������� 	��� �������� ��������

�����������  ��!86:� %��67� "#�$6�� 
� P����Q� �� �N � �N�

��� "� .6$D$#<� )Æ����� ���������� �� ��� ������
����� ��������� �������� ���0��� �� ��������

��������������  ��!86:� %��67� "#�$6�� �� P����Q� �� ,& � -��

��� "� '#�#D�;#9� '� ����������� � ��� ����� ��2������ ������� �� � ��������� ��������� 	���

�������� ���������� �� �������  ��!� "#�$� 		 P���,Q� �� O& � &O�

��� E� �#$!�<� .� "� )�!F#7<8� 2� '$8� ����	��� ��������� �� ��� ���� �������� 	��� � ��������

����������� '* " �� %��67�  <#!� ����� P�&&�Q� �� �N� � �&,�

�,� )� '=$�6D67!� *���������� ����������� %�������� ��������� ������������� ��� ������ ;�!� ��
��$< W8!6> a '�<9� �&ON�

�L� M� 0� "#F#7�;� .� 1� )�!>6;� �������� � � �������� ����� ������� �� � ����������� ��������

� ��������� ���� 	��� ������������ �������� ���������� .8X676<�� �7#;<� ����� P�&O�Q� �� �&-
� ,��� P8< (�998#<Q

��� M� 0� "#F#7�;� .� 1� )�!>6;� ��� ������ � ����� �� � ����������� �������� � ��������� ����

	��� � ������������ ���������� KF7#8<� "#�$� RB� ����� P�&O�Q� �� L� � LO� P8< (�998#<Q

�-�  � 0� 5��!8<� %� *� *�<F8<� 0�  � "�7�T�;#� (�2������ ������� 	��� �������� �������� �����


������ ������� "6�$�:9  ��!86: "#�$6�� ���� P����Q� �� -� � N��

�N� %� *� *�<F8<� �������� � � ��������
����� ������� �� ���� ���������� 	��� � ������������

�������� ����������� .8X676<�8#! 4U�#�8�<9 �� P�&NNQ� �� �&L � ,�L� P8< (�998#<Q

�O� %� *� *�<F8<� .� 5� G�7!6��;� @����� ��������� � ��2������ ������� �� � �������� ������


��0���� ��������
����� ������� 	��� �������� ���Æ������� .8X676<�8#! 4U�#�8�<9 �� P�&&�Q� ��
O�� � O�-� P8< (�998#<Q

�&�  � 0� 5��!8<� %� *� *�<F8<� 0�  � "�7�T�;#� '� � ��������� � ��� �������� �	�
�����������

��2������ �������� .8X676<�8#! 4U�#�8�<9 ����� P����Q� �� &�- � &,�� P8< (�998#<Q

��� %� *� *�<F8<� 0�  � "�7�T�;#� ��� �	�
����������� ���� �������� 	��� �������� �������� ���


�������� .8X676<�� �7#;<� ���� P����Q� �� OOL � OOO� P8< (�998#<Q

���  � 0� 5��!8<� 0�  � "�7�T�;#� '� ��� ��������� � ��� �������� ��2������ ��������
����� ����


���� .8X676<�� �7#;<� ����� P���,Q� �� &�� � &�N� P8< (�998#<Q

��� .� 5�7:6T8#<8� 3� "6!#:T6� 5�  ;#!89$;8!8� '� ��� ����� � �������� �� ���� �������� �� ����


����� ��������� ���������� �� �������  ��!� "#�$� 		 P���,Q� �� -- � NO�



&� "� ' 2 5/0 '

�,� E� *� E#<:>79F88� 0� M� "#F#7�;� � ��Æ����� ���������� �� ������� � ����������� � ��� ��������

8 d�/dx� e qPxQ 	��� 4��#��
������#�� ����������� R$� 0>=$89!� "#�$� "#�$� 2$>9� 
�����
P����Q� �� �NON � �O��� P8< (�998#<Q

�L� "� '#�#D�;#9� ��� ���������� ������� �� ��� ���� ��������� 	��� �������� ���������� .8X67@
6<�� 4U�#�8�<9 �	��� P����Q� �� &-� � &-N� P8< (�998#<Q

��� 0� M� "#F#7�;� *� *� M#T�7=$#F� E� *� E#<:>79F88� ������������ ������������ ������� ��� ��


����������� � ��������� ����� � �������� �� ��� ����������� � �����
!������� ������� 	���

*�����&�
������#�� ����������� )8B67<6�8F# 8 '>9�6�<�  <#!8T�  P���,Q� �� ��� � ���� P8<
(�998#<Q

�-� (� f�8��#8!#� fR� �6=6;8f=8��6� "� '#�#D�;#9� '� ��� ���������� ������� �� ���
����������� ��


�������� �������� 	��� �������� �������� ����������� %�<!8<6#7  <#!>989V "�:6!!8<D #<: ��<�7�!�
���� P���LQ� �� ��& � ��-� P8< (�998#<Q

�N� 3� .6� '=$6��67� (� 0#<� )667� '� � ����������� ������������� ������ �� 7�� ����� ����������

�������� �� � �����
��������� ��	��� 	��� �������� (�������� ���������� ����������� %��67�
G�<=�� #<#!� /��8�� �������� P�&&OQ� �� &N� � &&,�

�O� +� W#<D�� �������� �� ��������� �������� ��������� 	��� � �������� �������� ���������� 4!6=@
�7�<8= �� .8X67� 4U�#�8�<9 � P����Q� �� � � �-�

�&� 3� .6 '=$6��67� -����� ������� ������������� � � 7(
9( ������� ���������� �������� %��67�
G�<=��  <#!� /��8� �����
� P���LQ� �� ,L& � ,-��

,�� M� ��!!#�T� -��#�������������� ��� ���������� $��������#� '�78<D67 067!#D� �&-L�
,��  �  � '#�#79F88� ��� ������ � ��2������ �������� %#�F#� "�9=�C� �&NN� P8< (�998#<Q


�������� �� ����������� ��� 
����������� �)�����;�� (� 	� 3.''2� <������� 	��������

)
���� �������V �8?�9#�[F�!��88�!�

/������� �D9-D-991


